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Wymagania
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Wymagania
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Wektory

Wielkości występujące w mechanice można podzielić na:

• skalary,

• wektory.

Skalar to wielkość, którą można określić za pomocą jednej liczby rzeczywistej.

Przykłady to:

• masa, 

• temperatura, 

• czas, 

• praca, 

• energia kinetyczna,

• itp. 
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Wektory

Wektor jest wielkością określoną liczbą oraz mający kierunek i zwrot w 

przestrzeni.

Przykłady to:

• siła, 

• prędkość, 

• przyspieszenie, 

• Pęd,

• itp. 

Wektor oznaczamy przez symbol w postaci:

Wartość bezwzględna wektora nazywa się modułem, który odpowiada długości 

odcinka i oznaczamy: 

a a a


AB

l

AB

a
A

B

Rys. 1. Oznaczenie wektora a= AB

aa       AB            a
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Wektory
Wektory uczepione

Wektor zaczepiony jest określony przez wartość, zwrot, prostą 

działania i punkt zaczepienia (rys. 2).

Rys. 2. Wektory związane z punktem

Wektorów takich nie można przenosić, ani przesuwać wzdłuż 

prostej. 

Wektorem takim jest np. promień wektor r czy wektor siły 

ciężkości G.
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Wektory
Wektory związane z prostą

Wektora takiego nie można przenosić w dowolne miejsce 

przestrzeni, lecz można jedynie przesuwać wzdłuż linii 

określającej jego położenie.

Takie wektory nazywamy wektorami ślizgającymi się lub 

posuwnymi.

Wektor liniowy jest określony przez wartość, zwrot i prostą 

działania (rys. 3).

Rys. 3. Wektory związane z prostą
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Wektory
Wektory swobodne

Wektor swobodny jest określony przez wartość, zwrot i kierunek 

oraz może być przesuwany równolegle (rys. 4). 

Rys. 4. Wektor swobodny

Rodzaje wektorów swobodnych: 

• równoległe,

• równe,

• przeciwne,

• równoważne,

• zerowe,

• jednostkowe (wersory).
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Wektory
Podział wektorów swobodnych

Rys. 5. Rodzaje wektorów: a) równoległe, b) równe, c) i d) 

przeciwne
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Wektory
Współrzędne wektora

Rys. 6. Współrzędne wektora
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Wektory
Wektor zerowy i jednostkowy

Wektorem zerowym nazywamy wektor, którego moduł jest równy 

zero.

Rys. 7. Wektory jednostkowe 

osi x, y, z
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Wektory
Analityczne przedstawienie wektora

W kartezjańskim układzie wektor jest określony równaniem:

kajaiaaaaa zyxzyx 

Gdzie: ax, ay, az są składowymi wektora. Składowe wektora są 

liczbami, które mogą być dodatnie, ujemne lub równe zeru. 

Wersory są wektorami jednostkowymi, określającymi kierunek i 

uprzywilejowany zwrot rzutów wektora na osie.
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Wektory
Analityczne przedstawienie wektora
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Wektory
Analityczne przedstawienie wektora

Kosinusy kierunkowe wektora     wynoszą: a

1coscoscos

cos

cos

cos

222 
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Wektory
Dodawanie wektorów

Rys. 9. Dodawanie dwóch wektorów
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Wektory
Dodawanie wektorów
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Wektory
Dodawanie wektorów

Rys. 10. Dodawanie wektorów swobodnych: a) dodawane wektory, b) metoda 

równoległoboku, b) metoda wieloboku
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Wektory
Odejmowanie wektorów

Rys. 11. Odejmowanie dwóch wektorów
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Wektory
Dodawanie wektorów

Dodawanie podlega prawom:

- przemienności;

- Łączności.

Mnożenie wektora przez skalar

gdzie a, b są długościami wektorów a i b.
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Wektory
Iloczyn skalarny dwóch wektorów

Iloczyn skalarny wektorów a i b jest wielkością skalarną, 

określoną zależnością: 

Iloczyn skalarny dwóch wektorów w mechanice wykorzystywany 

jest do wyznaczania rzutu wektora na oś, pracy siły, a także przy 

definiowaniu energii kinetycznej.
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Wektory
Iloczyn skalarny dwóch wektorów



24
Katedra Mechaniki, Inżynierii Materiałowej i Biomedycznej

Wektory
Iloczyn wektorowy dwóch wektorów

Iloczyn wektorowy wektorów a  b jest to wektor, którego moduł 

równa się iloczynowi modułów wektorów składowych przez sinus 

kąta zawartego między nimi: 

),sin(                      baabcbac 

Iloczyn wektorowy spełnia następujące prawa:
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Wektory
Iloczyn wektorowy dwóch wektorów

Rys. 13. Reguła iloczynu wektorowego
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Wektory
Iloczyn wektorowy dwóch wektorów

Z własności iloczynu wektorowego wynikają związki między 

wektorami jednostkowymi (wersorami):
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Wektory
Iloczyn wektorowy dwóch wektorów

Iloczyn wektorowy wektorów a i b można przedstawić 

analitycznie:

Wyrażenie jest rozwinięciem wyznacznika:

z

z

y

y

x

x

b

a

k

b

a

j

b

a

i

ba 
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Pojęcia statyki. Aksjomaty statyki. Stopnie swobody. 

Podparcia bryły nieswobodnej
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Działy mechaniki 
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Pojęcia statyki 

Rys. 1.
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Pojęcia statyki 

Wyidealizowane modele ciał rzeczywistych
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Prawa Newtona 

I prawo

Każde ciało pozostaje w spoczynku lub porusza się ruchem 

jednostajnym prostoliniowym, dopóki działanie innych ciał nie 

zmusi go do zmiany tego stanu. 

Ciało pozostaje w stanie spoczynku lub stałej prędkości, gdy jest 

pozostawione samo sobie (działająca na nie siła wypadkowa jest 

równa zeru) 

)()( 00  aFwyp 0
1




n

i

iFF

Inaczej nazywana zasadą bezwładności. 
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Prawa Newtona 

II prawo

Przyspieszenie punktu materialnego jest wprost proporcjonalne 

do siły działania na ten punkt, a odwrotnie proporcjonalne do 

masy punktu materialnego. Jego zwrot i kierunek zgodny jest ze 

zwrotem i kierunkiem wektora siły. 

Fam

m

F
a

wyp







     
x

y

z

m

F

Widzimy, że zagadnienie to jest odwróceniem pierwszego 

zagadnienia dynamiki i stąd jest ono również znane pod nazwą − 

zagadnienie odwrotne dynamiki. 

Rys. 2.

a
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Prawa Newtona 

Rys. 3.

III prawo

Działania na siebie dwóch ciał są zawsze równe, lecz przeciwnie 

skierowane. 

Gdy dwa ciała oddziałują wzajemnie, to siła wywierana przez ciało 

drugie na pierwsze jest równa i przeciwnie skierowana do siły, 

jaką ciało pierwsze działa na drugie ciało.

  

          

   

ABBA

ABBA

FF

FF











Te siły oddziaływania między ciałami nazywane są siłami reakcji 

(albo: siłami oddziaływania). 

BAF 

ABF 

Am

Bm
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Prawa Newtona 

IV prawo

Jeżeli na punkt materialny o masie m działa jednocześnie kilka sił, 

to każda z nich działa niezależnie od pozostałych, a wszystkie 

razem działają tak, jak jedna tylko siła równa wektorowej sumie 

wektorów danych sił.

  nn FFFvmvmvm
dt

d
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Zasada ta określana jest jako zasada niezależności działania 

sił.
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Prawa Newtona 

V prawo

Każde dwa punkty materialne przyciągają się wzajemnie z siłą 

wprost proporcjonalną do iloczynu ich mas (m1, m2) i odwrotnie 

proporcjonalną do kwadratu odległości r miedzy nimi. Kierunek 

siły leży na prostej łączącej te punkty.

i
r

mm
kF 

2

21 F

F

1m

2m

r

Zasada ta określana mianem powszechnego ciążenia.

k - stała grawitacji.
2

3
11

skg

m
1067,6


 k

Rys. 4.
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Prawo powszechnego ciążenia (siła grawitacyjna) 

Siłę grawitacyjną nazywamy inaczej ciężarem tego ciała. Równa jest 

ona iloczynowi masy tego ciała i przyspieszenia grawitacyjnego. 

mgG 

Zgodnie z II zasadą siła ciężkości ziemi jest więc równa:

2m/s,819 ga
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Aksjomaty statyki 

Aksjomaty to postulaty, których się nie dowodzi, przyjmuje jako 

pewnik.

I Zasada równoległoboku

Dwie siły    ,     działające na punkt A można zastąpić siłą 

wypadkową        będącą przekątną równoległoboku rozpiętego na 

tych siłach.

1P 2P

R

Przypadki szczególne

1) Zgodnie skierowane

2) Przeciwnie skierowane  P2>P1

21 PPR 

12 PPR 
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Aksjomaty statyki 

II Zasada

Układ takich sił nazywamy układem zerowym.
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Aksjomaty statyki 

III Zasada

Rys. 5.
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Aksjomaty statyki 

IV Zasada

Rys. 6.

Wynika, że warunek konieczny i wystarczający dla równowagi 

ciała sztywnego jest tylko warunkiem koniecznym, ale nie 

wystarczającym dla równowagi ciała odkształcalnego.
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Aksjomaty statyki 

V Zasada

Rys. 7.

Jako przykład zaprezentowano na kuli o ciężarze      zawierzonym 

na linie w punkcie A (7a). Na kulę oprócz siły ciężkości       działa 

również reakcja w punkcie zawieszenia siła reakcji     (7b).

Zgodnie z zasadą równowagi siła     = - . Wartości są równe. 

G

R

G

GR
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Aksjomaty statyki 

VI Zasada

Rys. 8.

Jako przykład zaprezentowano jednorodną kulę  o ciężarze     

(siła czynna), zawieszoną na dwóch linach 8a. Układ równoważny 

przedstawiono na rysunku 8b, zastępując działanie obu lin 

reakcjami    i       (siłami biernymi).

G

1R 2R



44
Katedra Mechaniki, Inżynierii Materiałowej i Biomedycznej

Siła 

Siła – wzajemne oddziaływanie ciał, które przejawia się w 

wyprowadzeniu ciała ze stanu spoczynku, bądź przez zmianę 

ruchu już poruszającego się ciała. Aby scharakteryzować siłę 

należy podać wektor opisujący ta siłę oraz punkt przyłożenia siły. 
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Podstawowe jednostki 
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Stopnie swobody 

Stopniem swobody nazywa się możliwość wykonania ruchu 

ciała niezależnego od innych ruchów.

Punkt materialny ma na płaszczyźnie dwa, a w przestrzeni trzy

stopnie swobody.

Ciało doskonale sztywne ma na płaszczyźnie trzy, a w przestrzeni 

sześć stopni swobody.
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Więzy 

Więzami nazywamy warunki ograniczające ruch ciała w 

przestrzeni.

Wprowadzenie więzów jest równoznaczne z działaniem na ciało 

sił biernych, czyli reakcji. 

Najczęstszymi sposobami podparcia ciał sztywnych są:
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Więzy 
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Więzy 
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Siła i moment siły 

Relacje sił 
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Rozkładanie siły na składowe

Rys. 9.
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Twierdzenie sinusów

Rys. 10.

r
cba

2
 sinsinsin
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Miary wektorów składowych
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Opis siły i promieni na płaszczyźnie

Współrzędne punktu lokacyjnego A prostej działania siły    oraz 

współrzędne bieguna (B)
P

Rys. 10.

 AA ,A yx  BB,B yx

jPiPP yx 

22
yx PPP 

jrirr yx 

Wektor siły

Moduł siły (wartość)

Promień siły     względem punktu BP
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Rys. 10.

BAx xxr 

Składowe promienia

Promień siły względem punktu O

Składowe promienia 

jrirr yx OOO 

AO xr x  AO yr y 

BAy yyr 

r

Or

Siła na płaszczyźnie opisana jest przez 4 wielkości  

 ,,,  lub   ,,, AAAAyx yxPyxPP 

Kąt      nazywamy kątem kierunkowym prostej działania siły  
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Moment siły

Momentem siły      względem punktu B nazywamy wektor P

PrM B

Z definicji iloczynu wektorowego wynika, że moment       jest wektorem 

prostopadłym do płaszczyzny x y, o zwrocie zgodnym z regułą prawej dłoni i 

wartości przedstawionej na rysunku (a)

BM

Rys. 11.
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Rys. 11.

Moment siły

P
a jest ramieniem siły względem punktu B, a kąt      jest zawarty między 

wektorami    i     (b)r


Wartość momentu MB nie zależy od wyboru punktu A na prostej działania siły  

P

sin ra

sin rPM B
aPM B 
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Moment siły względem osi 

Momentem siły P względem osi l nazywamy rzut wektora na tę oś momentu siły

względem dowolnego punktu na osi:

cosPMPMM ll 0

Moduł momentu siły P względem osi l równa się iloczynowi modułu tej siły P i

jej odległości h od osi l pomnożonemu przez kąta zawartego między siłą P a 

prosta l. 
sinhPM l 

Rys. 12.

hPM l  '  sincos' PPP 
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Moment siły względem osi 

)()( kPjPiPkzjyixPrM zyx 0

PzPyPx

zyx

kji

PrM 0

Lub

Siłę P dowolnie skierowana w przestrzeni można rozłożyć na składowe (Rys.

13).

Oznaczając przez x,y,z współrzędne dowolnego punktu A lezącego na linii

działania siły, a przez r promień –wektor tego punktu otrzymuje się:
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Moment siły względem osi w zapisie analitycznym 

)()()( yPxxPykxPzzPxjzPzyPziM 0

Z określenia momentu wektora względem osi możemy zauważyć, że rzuty 

momentu        siły względem początku układu współrzędnych O na osie 

prostokątnego układu współrzędnych są równocześnie momentami tego 

wektora względem osi x, y, z. 

0M P

yPxxPyMxPzzPxMzPyyPzM zyx          ,      ,

Rys. 13.
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Moment siły względem osi  

Rzut na oś momentu siły względem punktu O na osi nie zależy od położenia 

punktu na osi.

Pamiętaj!!!

Moment siły względem osi jest równy zeru, gdy:

• Wartość siły P=0,

• Linia działania siły    przecina sią z osią ( rA =0),

• Siła      jest równoległa do osi l.
P

P

Przykład. Dana jest siła                                     zaczepiona w punkcie A o 

współrzędnych x=2, y=3, z=5. Obliczyć momenty siły P względem każdej osi układu 

współrzędnych. 

Rozwiązanie 

Mx=-55,                                   My=10,                                  Mz=16

kjiP 1052 

kji

kji

PrM A 161055

1052

5320 
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Redukcja płaskiego układu sił 

Płaskim układem sił nazywać będziemy układ „n” sił, których linie działania 

leżą w jednej płaszczyźnie. Za tę płaszczyznę przyjmiemy płaszczyznę „x y” 

Sumę sił

nazywać będziemy wektorem głównym układu sił. 
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Sumę momentów sił względem dowolnego punktu 

nazywać będziemy momentem głównym układu sił względem tego punktu.  

iyixi PjPiP 

Zapis analityczny siły redukuje się do postaci 

Korzystając z definicji momentu względem osi, moment główny może być 

zapisany również w postaci 

kMMkM
n

i

iz 0

1

0  


gdzie Mo jest algebraiczną wartością momentu głównego. 
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Z warunku prostopadłości wektorów         i         jest następujący wniosek:  

Jeżeli płaski układ sił posiada różny od zera wektor główny             to 

posiada wypadkową                 Jeżeli natomiast           to układ sił może 

(ale nie musi) redukować się do pary, której wektor jest prostopadły do 

płaszczyzny działania sił.                 

Ostatecznie równanie prostej działania 

wypadkowej

lub odcinkowej
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Przykład 



70
Katedra Mechaniki, Inżynierii Materiałowej i Biomedycznej

Rozwiązanie 
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Warunki równowagi

Dowolny układ sił jest w równowadze jeżeli wektor główny tego układu 

jest równy zeru oraz moment główny względem dowolnego punktu jest 

równy zeru, tzn.

Równania wektorowe zapisać można w następującej równoważnej postaci 

skalarnej: 
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Redukcja płaskiego dowolnego układu, przestrzennego sił. 

Skrętnik 

Można znaleźć taki biegun redukcji S, że moment MS będzie 

równoległy do wektora głównego W. Taki układ sił będziemy 

nazywać skrętnikiem. 

Rys. 14.

Skrętnikiem nazywamy układ składający się z siły W i pary sił o momencie MS

równoległym do siły W.

Dla wyznaczenia momentu MS (momentu skrętnika) oraz położenia punktu S,

czyli wektora OS, przyjmiemy, że dany jest wektor główny W i moment główny

MO względem dowolnego bieguna O.
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Stąd moduł:

Po pomnożeniu tego wzoru przez wektor jednostkowy o kierunku wektora 

głównego W otrzymamy wzór na moment MS 
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