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Wymagania

Wyktad Cwiczenia Laboratorium Projekt Seminarium
Liczba godzin zajec
zorganizowanych w Uczelni 20 10
(ZZU):
Liczba godzin zajec
catkowitego naktadu pracy 54 27

studenta (CNPS):

Forma zaliczenia:

zaliczenie na ocene

zaliczenie na ocene

Dla grupy kurséw zaznaczyc
kurs koncowy (X):

Liczba punktow ECTS:

w tym liczba punktow
odpowiadajaca zajeciom o
charakterze praktycznym (P):

w tym liczba punktéw ECTS
odpowiadajgca zajeciom
wymagajacym
bezposredniego kontaktu

(BK):

1.40

0.70




Wymagania

TRESCI PROGRAMOWE

Forma zajec - wyktad

liczba godzin:

Program. Wymagania. Wektory. Pojecia statyki. Aksjomaty statyki. Stopnie swobody. Podparcia

Wyl . . 1
bryty nieswobodnej.

Wy2 Sita i mpment sity. Moment gtowny i wektor g+§wny uklaladu sit. Zmiana bieguna momentu. 1
Redukcja dowolnego, przestrzennego uktadu sit. Skretnik.

Wy3 Redukcja ptaskiego uktadu sit. Rownania rownowagi. 1

Wy4 Kratownice, reakcje, sity wewnetrzne. 1

Wy5 Belki, reakcje, sity wewnetrzne i ich wykresy. 2

Wy6 Momenty bezwtadnosci, definicje, twierdzenie Steinera. 1

Wyv7 Kinematyka punktu materialnego we wspétrzednych ortogonalnych. Rozktad przyspieszenia w 1

y naturalnym uktadzie, klasyfikacja ruchow.

Wy8 Ruch wzgledny punktu materialnego, ruch ogélny ciata sztywnego. 2

Wy9 Praca .§i+y elementarnej, sity ciezkosci, sity sprezystosci, moc, energia, zasada zachowania 1
energii.

Wy10 Podstawowe zadania dynamiki, rownanie drgan o jednym stopniu swobody. 2

Wyll Dynamika uktadu punktow materialnych, zasada ruchu srodka masy, ped i kret uktadu punktow 1
materialnych.

Wy12 Dynamika bryty sztywnej, ped i kret ciata sztywnego w ruchu ogélnym. 2

Wy13 Rownania Eulera. 1

Wyl4 Rownania Lagrange’a Il-go rodzaju. 1

Wy15 Sprawdzian. 2

suma godzin: 20
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Wektory

Wielkosci wystepujgce w mechanice mozna podzieli¢ na:
« skalary,
« wektory.

Skalar to wielkosc¢, ktérg mozna okresli¢ za pomocg jednej liczby rzeczywistej.

Przyktady to:

* masa,

* temperatura,

* czas,

e praca,

* energia kinetyczna,
« itp.




Wektory

Wektor jest wielkoscig okreslong liczbg oraz majacy kierunek i zwrot w
przestrzeni.

Przyktady to:

« sita,

« predkosc,

* przyspieszenie,

] Ped, . —_
« itp. Rys. 1. Oznaczenie wektora a= AB

Wektor oznaczamy przez symbol w postaci:
a a a AB
Wartos¢ bezwzgledna wektora nazywa sie modutem, ktory odpowiada dtugosci
odcinka | oznaczamy: B —
A [d [AB a




Wektory
Wektory uczepione

Wektor zaczepiony jest okreslony przez wartosc¢, zwrot, prostg
dziatania i punkt zaczepienia (rys. 2).
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Rys. 2. Wektory zwigzane z punktem

Wektorow takich nie mozna przenosic, ani przesuwac wzdtuz
proste,).

Wektorem takim jest np. promien wektor r czy wektor sity
ciezkosci G.




Wektory
Wektory zwigzane z prosta

Wektor liniowy jest okreslony przez wartosc, zwrot | prostg
dziatania (rys. 3).
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Rys. 3. Wektory zwigzane z prostg

Wektora takiego nie mozna przenosic w dowolne miejsce
przestrzeni, lecz mozna jedynie przesuwac wzdtuz linii
okreslajgcej jego potozenie.

Takie wektory nazywamy wektorami slizgajacymi sie lub
posuwnymi.




Wektory
Wektory swobodne

Wektor swobodny jest okreslony przez wartosc, zwrot i kierunek
oraz moze byc¢ przesuwany rownolegle (rys. 4).

//a

Rys. 4. Wektor swobodny

Rodzaje wektorow swobodnych:
* rownolegte,

* rowne,

e przeciwne,

 rownowazne,

* Zerowe,

« jednostkowe (wersory).




Wektory
Podziat wektorow swobodnych

a) 3 d)
/ 3, dy‘
/ /i
a,lla,|la, d,=-d,

Rys. 5. Rodzaje wektorow: a) rownolegte, b) rowne, c) i d)
przeciwne




Wektory

Wspotrzedne wektora
Wspolrzednymi wektora a w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych zyz na-
zywa sie wielkoscl a,., a,. a. okreslone jako réznice odpowiednich wspolrzednych

konca i poczatku wektora (rys. 6) b
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Rys. 6. Wspotrzedne wektora

Wspolrzedne maja warto$é dodatnia (znak "+7), jesli xpr > xar (xpr >
TAr, Tpm > TAm); W przeciwnym przypadku maja wartos¢ ujemng (znak "—7).



Wektory
Wektor zerowy | jednostkowy

Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktérego modut jest rowny
Zero.

Wektorem jednostkowym osi (wersorem osi) jest nazywany wektor,
ktorego modul jest réwny jeden, a kierunek i zwrot pokrywaja sie z kierunkiem
i zwrotem osi. Wersor osi z jest oznaczany symbolem i, osi y symbolem j a 0sl
z symbolem k (rys. 2.6).

Z A
LA \lﬂzl
1 - v
li=1
\ HI Rys. 7. Wektory jednostkowe

osi X, Y, Z




Wektory
Analityczne przedstawienie wektora

W kartezjanskim uktadzie wektor jest okreslony rownaniem:
a=a.,+a,+a,=ai+a,j+a,k

Gadzie: a,, a,, a, sq sktadowymi wektora. Sktadowe wektora s3g
liczbami, ktére mogg byc¢ dodatnie, ujemne lub rowne zeru.
Wersory sg wektorami jednostkowymi, okreslajgcymi kierunek i
uprzywilejowany zwrot rzutow wektora na osie.




Wektory
Analityczne przedstawienie wektora

Modut (wartos¢) wektora a WYNOSI:

) 2 2 2
a=.la; +a; +a:

Y

Rys. 8. Suma trzech rzutow
dowolnego wektora

poniewaz wektor a jest przekatng prostopadtoscianu rozpietego na rzutach




Wektory
Analityczne przedstawienie wektora

Kosinusy kierunkowe wektora a wynosza:

\

a'X
cosa, ==
d
_ 9y 2 2 2
COSay =—— COS” a, +C0S" &y +COS" ; =1
d
a'Z
cosa, =—=%
d




Wektory
Dodawanie wektorow

Rys. 9. Dodawanie dwoch wektorow




Wektory
Dodawanie wektorow

Dodawanie dwoch wektorow (a, + a,

Dlugos$é wektora a (a = a, + a,) mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoru cosi-
nusow jako

a = /a2 + a2 — 2a,a, cos(m — )

lub

a=\/a? + a2 + 2a,a, cos d




Wektory
Dodawanie wektorow

Q,

Rys. 10. Dodawanie wektorow swobodnych: a) dodawane wektory, b) metoda
rownolegtoboku, b) metoda wieloboku




Wektory
Odejmowanie wektorow

Rys. 11. Odejmowanie dwoch wektorow




Wektory
Dodawanie wektorow

Dodawanie podlega prawom:
- przemiennosci;
- tacznosci.

Mnozenie wektora przez skalar

—

ca=>b. = ca

gdzie a, b sg dtugosciami wektorow a i b.




Wektory
lloczyn skalarny dwoch wektorow

lloczyn skalarny wektoroéw a i b jest wielkoscig skalarna,
okreslong zaleznoscia:

b =c=abcos(<(a,b)) = abcosa = a,b, + ayb, + a.b.

lloczyn skalarny dwoch wektorow w mechanice wykorzystywany

jest do wyznaczania rzutu wektora na os, pracy sity, a takze przy
definiowaniu energii kinetyczne,.




Wektory
lloczyn skalarny dwoch wektorow

allb, cosla.b)=1. a-b=ab

al|Thb, cosla.b)=-1, a-b=-ab
a l b, cos{a.b) = 0, a-b=0
a=>b, cos(ab)=1, a-b=a’

Z wtasnosSci iloczynu skalarnego wynikaja nastgpujace zwiazki miedzy we.
torami jednostkowymi (wersorami)

ii=J =%k k=1
i y=Jk=ki=0
Analityczne wyrazenie iloczynu skalarnego dwéch wektoréw @ i b ma postaé
a-b = (aci+ayj+a-k)- (bei+byj+b-k) =
= aybyi-i+abyi-j+ab-i-k+aybyj-i+abyj-j+awb.j-k+
+a:byk-i+a-byk-j+a-b-k-k= a.by+ a,by+a-b-

mozemy znaleZ¢ kat migdzy danymi wektorami a i b

ayby+ayby 4+ a-b-
ab

cos(a.b) =



Wektory
lloczyn wektorowy dwoch wektoréw

lloczyn wektorowy wektorow a x b jest to wektor, ktorego modut

rowna sie iloczynowi modutow wektorow sktadowych przez sinus
kata zawartego miedzy nimi:

C=axb c =absin(a,b)
lloczyn wektorowy spetnia nastepujgce prawa:

(a+b)xec=axe+bxc
cx{a+b)=cxa+ecxb

(@+b) X (c+d)=axc+axd+bxec+bxd




Wektory
lloczyn wektorowy dwoch wektoréw

Rys. 13. Regufa iloczynu wektorowego




Wektory
lloczyn wektorowy dwoch wektoréw

allb, sin(a,b)=0, axb=0
a=>b, sin(a,b)=0, axb=0
alb, sinab)=1 axb=ab@ xb®, |axb|=ab

Z wiasnosci iloczynu wektorowego wynikajg zwigzki miedzy
wektorami jednostkowymi (wersorami):

IXi=IXi=kXk=0
IXj=Kk @ jxEk=i KxXi=j
JXi=—k, kxj=-i, ixk=-j




Wektory
lloczyn wektorowy dwoch wektoréw

lloczyn wektorowy wektorow a i b mozna przedstawic
analitycznie:
axb = (ayi+ayj+ak) x (byi+byj+b.k) = ab,(i x i)+
+axby (i X J) +axb-(i X k) + ayb(j x i) + ayby(j X j) +

-i—(l.\vb:(j X k) +a-by(k x i) +a:-by(k X j)+a.b.(k x k) =

= (ayb: — a-by)i+ (a-by — awb:)j+ ( ayby — ayby )k

Wyrazenie jest rozwinieciem wyznacznika: =T

] K
a a, a

X 2y Pz

b, b, b

X~y ~z

Q|
X
O
|




Pojecia statyki. Aksjomaty statyki. Stopnie swobody.
Podparcia bryly nieswobodnej

Mechanika: nauka (dziat fizyki) zajmujaca sie badaniem ruchu mechanicznego ciat,
tj. przemieszczeniami jednych ciat wzgledem drugich oraz wzajemnymi
przemieszczeniami pewnych czastek danego ciata, w zakresie przyczyn
ich powstania oraz zjawisk im towarzyszgcych.

Mechanika
klasyczna

I_l

Mechanika Mechanika
ciata statego cieczy i gazow
I
Mechanika Mechanika ciata odksztatcalnego
ciata (wytrzymatosé materiatéw, teoria

sztywnego sprezystosci, teoria plastycznosci)




Dziaty mechaniki

Statyka

Kinematyka

Dynamika

dziat mechaniki zajmujacy sie badaniem rownowagi ciat
materialnych.

dziat mechaniki zajmujacy sie badaniem ruchu mechanicznego ciat
bez uwzglednienia ich cech fizycznych i dziatajgcych na nie sit..

dziat mechaniki zajmujacy sie ruchem ciat materialnych pod
dziataniem sit (okresla zwigzki miedzy sitami a ruchem jako ich
skutkiem.



Pojecia statyki

Pojecia podstawowe w mechanice punktow
materialnych i cial sztywnych

W mechanice punktow materialnych 1 ciat sztyw-

nych wystepuje szereg poje¢ o charakterze pierwot- , )
nym, z ktorych najwazniejsze to: punkt materialny, ® Punktem matenalnym nazywamy obiekt o ZEFOWYCh

cialo sztywne, sila, para sil, rownowaga statyczna. wymiarach i skonczonej masie.
Punkt materialny jest pojeciem abstrakcynym. ® Ciatern sziywnym' nlazywamy ZblOf pUﬂktOW materlalnych
Cialo sztywne jest nieodksztalcalnym cialem stalym. 0 Sta*yCh 0d|eg’fOSCIaCh mIQdZY nimi.

Przyjmuje sie, ze punkty materialne tworzgce ciato ° Typy ciat SZt}’Wﬂ}fCh' bry’fa tarcza per
sztywne sa rozlozone w sposob ciagly. Rozklad ten PI’ZYkaadY' ' ’ ’

jest okreslony przez gesto$¢ masy [kgjmsl. Modelem

ciala sztywnego moze by¢ zbidr punktow material-
nych o stalych odleglosciach wzajemnych. :

~—
W praktyce wystepuja bryly o roznych ksztattach, :
m.in. walec, kula, stozek, potkula. Rowniez tarcze moga | h
przyjmowac ksztalt dowolnych plaskich figur geome- . Yy A——
trycznych (prostokat, trojkat, kolo, pierscien 1 in.). ~ 1 e | - b
a
Pret pokazany na rys.1. nazywamy pretem pryzma- \'—/
tyeznym, o prostokatnym przekroju poprzecznym. walec prostokat pret
Taki pret ma ksztalt wydluzonego prostopadloscianu. (bryta) (tarcza)
Z
cgi,cgE bSL,hEL
10 10 10 10
y
X




Pojecia statyki

Wyidealizowane modele ciat rzeczywistych

punkt materialny

ukiad punktow materialnych

ciato swobodne

ciato nieswobodne

punkt geometryczny ktéremu przepisano
pewng mase.

(ciato sztywne, bryta) - zbidr punktow
materialnych o niezmiennych wzajemnych
odlegtosciach

ciato moggce dowolnie przemieszczac sie w
przestrzeni.

cialo ktérego ruch w  przestrzeni
ograniczony jest okreslonymi wiezami.



Prawa Newtona

| prawo

Kazde ciato pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym, dopoki dziatanie innych ciat nie
zmusi go do zmiany tego stanu.

Ciato pozostaje w stanie spoczynku lub statej predkosci, gdy jest

pozostawione samo sobie (dziatajgca na nie sita wypadkowa jest
rowna zeru)

1

(F,, =0)= (a =0) F:iﬁ:o

Inaczej nazywana zasadg bezwladnosci.



Prawa Newtona

Il prawo

Przyspieszenie punktu materialnego jest wprost proporcjonalne
do sity dziatania na ten punkt, a odwrotnie proporcjonalne do
masy punktu materialnego. Jego zwrot i kierunek zgodny jest ze

zwrotem i kierunkiem wektora sity. Z )
F F
=2 =
m

>
U y

— p Rys. 2

ma = F i

Widzimy, ze zagadnienie to jest odwroceniem pierwszego
zagadnienia dynamiki i stad jest ono rowniez znane pod nazwg —
zagadnienie odwrotne dynamiki.



Prawa Newtona

[ll prawo
Dziatania na siebie dwoch ciat sg zawsze rowne, lecz przeciwnie

skierowane.
Gdy dwa ciata oddziatujg wzajemnie, to sita wywierana przez ciato
drugie na pierwsze jest rowna i przeciwnie skierowana do sity,

jakg ciato pierwsze dziata na drugie ciato.

F A—>B — —F B— A
U
FA—)B — FB—)A

Rys. 3.

Te sity oddziatywania miedzy ciatami nazywane sg sitami reakcji
(albo: sitami oddziatywania).



Prawa Newtona

IV prawo
Jezeli na punkt materialny o masie m dziata jednoczesnie kilka sit,

to kazda z nich dziata niezaleznie od pozostatych, a wszystkie
razem dziatajg tak, jak jedna tylko sita rowna wektorowej sumie

wektorow danych sit.

d , _ _ _
—(mv, +mv, +...+ mv, )=

+F,+..+F
dt

|

a=>ya F:nE

i=1 i=1

Zasada ta okreslana jest jako zasada niezaleznosci dziatania
sit.



Prawa Newtona

V prawo
Kazde dwa punkty materialne przyciggajg sie wzajemnie z sitg
wprost proporcjonalng do iloczynu ich mas (m,, m,) | odwrotnie
proporcjonalng do kwadratu odlegtosci r miedzy nimi. Kierunek
sity lezy na prostej tgczgcej te punkty.

Zasada ta okreslana mianem powszechnego ciazenia.

m3

k - stata grawitacji. Kk =6,67 10721
kg -s°




Prawo powszechnego cigzenia (sita grawitacyjna)
Site grawitacyjng nazywamy inaczej ciezarem tego ciata. Rowna jest
ona iloczynowi masy tego ciata i przyspieszenia grawitacyjnego.
Zgodnie z Il zasadg sita ciezkosci ziemi jest wiec rowna:

G =mg
a =g =981m/s’




Aksjomaty statyki

Aksjomaty to postulaty, ktorych sie nie dowodzi, przyjmuje jako
pewnik.

| Zasada rownolegtoboku

Dwie sity £, P, dziatajgce na punkt A mozna zastapié sitg
wypadkowg R bedacg przekatng rownolegtoboku rozpietego na
tych sitach.

Przypadki szczegolne

P,

R=P+P §
£
A .

R:\/P12+P§+2P1P2005(x R _

A — Py
P _ J— J—
1 1) Zgodnie skierowane R=P+P,
R=P-P

2) Przeciwnie skierowane P,>P;




Aksjomaty statyki
Il Zasada

Dwie sity rownowazg sie wzajemnie jesli majg
jednakowe wartosci (moduty), dziatajg wzdtuz
jednego kierunku i majg przeciwne zwroty.

P A P, _ _

D —— Po =P
P =P,
W =0

Uktad takich sit nazywamy uktadem zerowym.



Aksjomaty statyki

Ill Zasada

Dziatanie uktadu sit dziatajagcych na ciato nie ulegnie
zmianie, jezeli dodamy do niego |lub odejmiemy od
niego uktad sit rownowazny zeru.

}\:

Rys. 5.




Aksjomaty statyki
IV Zasada

Rownowaga ciata odksztatcalnego nie zostanie
naruszana jezeli ciato to stanie sie ciatem sztywnym.

|F

&

Rys. ©.
Wynika, ze warunek konieczny i wystarczajgcy dla rownowagi

ciata sztywnego jest tylko warunkiem koniecznym, ale nie
wystarczajgcym dla rownowagi ciata odksztatcalnego.



Aksjomaty statyki

V Zasada

Wszelkiemu dziataniu sity odpowiada rowne i
przeciwne skierowane przeciwdziatanie.

Rys. 7. B
Jako przyktad zaprezentowano na kuli o ciezarze G zawierzonym

na linie w punkcie A (7a). Na kule oprocz sity ciezkosci G dziata
rowniez reakcja w punkcie zawieszenia sita reakcji R (7b).
Zgodnie z zasadg rownowagi sita R = - G . Wartosci sg rowne.



Aksjomaty statyki

VI Zasada

Ciato nieswobodne mozemy traktowac jak ciato
swobodne jezeli myslowo uwolnili sie je od wiezdw,
zastepujac ich dziatanie odpowiednimi reakcjami.

Jako przyktad zaprezentowano jednorodng kule o ciezarze G
(sita czynna), zawieszong na dwoch linach 8a. Uktad rownowazny
przedstawiono na rysunku 8b, zastepujgc dziatanie obu lin
reakcjamiR i R, (sitami biernymi).



Sita

Sita — wzajemne oddziatywanie ciat, ktore przejawia sie w
wyprowadzeniu ciata ze stanu spoczynku, bgdz przez zmiane
ruchu juz poruszajgcego sie ciata. Aby scharakteryzowac site
nalezy podac wektor opisujgcy ta site oraz punkt przytozenia sity.

Sita, moment sity - wynik wzajemnego oddziatywania ciat na siebie.

Rodzaje sit - ze wzgledu na pochodzenie

a) sily zewnetrzne - przytozone do danego ciata, wywierane przez inne
ciato,

» czynnhe — mogace wywotac ruch, niezalezne od warunkow w jakich

znajduje sie dane ciato,
> bierne - stanowia wynik oddziatywania wiezéw (sity reakcji),

b) sity wewnetrzne - sity wzajemnego oddziatywania pomiedzy punktami
materialnymi rozpatrywanego uktadu,



Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposéb przytozenia:

a) objetosciowe (masowe) - dziatajace na kazda czastke ciala (np. sity
ciezkosci),

| | v (N/m?)
ﬂﬂi' sity masowe zwykle zastepowane s3
— dziataniem sity skupionej przytozonej w
srodku ciezkosci bryty

G (N)

b) powierzchniowe - dziatajace na powierzchnie ciala,

p (N/m?)
2z, | = oS p (N/m?)
ﬁLIU/f* Cp(N/m?)
7 “
10 A
7 7 ',
i "k

.
()]



Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposdb przytozenia:

c) obciazenia liniowe - przylozone w sposoéb ciggty na pewnej dtugosci,

q (N/m) Zazwyczaj za pomoca obcigzenia
| % U, liniowego odwzorowuje sie dziatanie
-4 g (N/m) obcigzenia powierzchniowego w

Y | Dlaski
) T przypadku modeli ptaskich
A ]

d) obcigzenie skupione - sita lub moment sity przylozone w punkcie,

Dane obcigzenie uzna¢ mozna za skupione, jezeli powierzchnia jego oddziatywania
jest znacznie mniejsza od wymiaréw elementu.



Rodzaje obciazen - ze wzgledu na zmiany w czasie:

Ft_ _______° max. __ .

a) statyczne - narastajgce w sposob
powolny od zera do pewnej wartosci

b) dynamiczne - przylozone w sposéb
nagtly, dziatajace impulsowo

c) okresowo-zmienne - zmieniajace
wielokrotnie wartos¢ w czasie




Podstawowe jednostki

* Masa: g (gram); kg = 1000 g (kilogram)
* Dtugos¢: mm = 0,001 m (milimetr);
m (metr); km = 1000 m (kilometr)

* Czas: s (sekunda); min =60 s (minuta);
h =60 min = 3600 s (godzina)

» Sita: N = kg*m/s? (niuton); kN = 1000N
(kiloniuton)

* Moment sity: Nm (Niutonometr)



Stopnie swobody

Stopniem swobody nazywa sie mozliwos¢ wykonania ruchu
ciata niezaleznego od innych ruchow.

Punkt materialny ma na ptaszczyznie dwa, a w przestrzeni trzy
stopnie swobody.

Ciato doskonale sztywne ma na ptaszczyznie trzy, a w przestrzeni
szes¢ stopni swobody.



Wiezy

Wiezami nazywamy warunki ograniczajgce ruch ciata w
przestrzeni.

Wprowadzenie wiezow jest rownoznaczne z dziataniem na ciato
sit biernych, czyli reakcji.

Najczestszymi sposobami podparcia ciat sztywnych sa:




Wiezy

Wiezy - elementy ograniczajace liczbe stopni swobody.
Charakterystyczne rodzaje wiezdw i zwigzane z nimi sily reakgcji.

a) podpora przegubowa R
przesuwna

reakcja prostopadta do
ptaszczyzny przesuwu

b) podpora przegubowa stata

sita reakcji o dowolnym kierunku
(dwie sktadowe reakcji)

c) utwierdzenie (wspornik)

sita reakcji o dowolnym kierunku
(dwie sktadowe reakcji) oraz
moment utwierdzenia




Wiezy
Wiezy - elementy ograniczajace liczbe stopni swobody.
Charakterystyczne rodzaje wiezow i zwigzane z nimi sity reakcji.

d) gtadka powierzchnia
oporowa

reakcja prostopadta do gtadkiej
powierzchni

e) przegub kulisty

sita reakcji o dowolnym kierunku
(trzy sktadowe reakcji)

f) podwieszenie na ciegnhach,
podparcie przegubowe

sita reakcji dziata wzdtuz ciegna
lub niewazkiego preta




Sita i moment sily

Relacje sit

Uktad sit — dowolna grupa oddziatywan ciat
zewnetrznych na analizowane ciato.

Réwnowazne uktady sit

Dwa uktady sit sg rownowazne wtedy, gdy
zastgpienie jednego uktadu, dziatajacego na
ciato sztywne, przez drugi uktad sit nie wywota
zmiany ruchu, czyli nie spowoduje zmiany
kierunku ruchu, predkosci, przyspieszenia, itd.



Uktad sit nazywamy ptaskim, jezeli kierunki
wszystkich sit tego uktadu potozone sg w
jednej ptaszczyznie.

W kazdym innym przypadku uktad nazywamy przestrzennym

Sita wypadkowa — Pojedynczy wektor, ktory jest
suma wszystkich wektorow sit z uktadu,
przytozonego do punktu materialnego i
stanowi uktad rownowazny, pod warunkiem,
ze sita wypadkowa jest przytozona do tego
samego punktu materialnego.




Rozkiadanie sity na sktadowe

Przez poczatek i koniec danej sity przeprowadza sie
kierunki, na ktore sita ma zostac roztozona. Sity
sktadowe moga zostac wyznaczone jako boki tak
zbudowanego rownolegtoboku.




Twierdzenie sinusow

W dowolnym trdjkacie stosunek diugosci boku
do sinusa przeciwlegtego kata jest staty i
rowna sie dtugosci srednicy okregu opisanego
na trojkacie.

a b C \

sing  sinf  siny \ /



Miary wektorow skitadowych

n _ 5 _ P
sin 3  sina sin(7 —(a + f3))
o Psin _ Psmp

Y osin(z—(a+ fB)) sin(a+B)

. Psin o Psina

> sin(z—(a+B)) sin(a+ B)

Psin(%—aj
P = = Pcoso

. T
sin —
2




Opis sity i promieni na ptaszczyznie

Wspoétrzedne punktu lokacyjnego A prostej dziatania sity P oraz
wspotrzedne bieguna (B)

A(Xa, Ya) B(xg, Yg)
Wektor sity

P=Pi+PFP j

Modut sity (wartos¢)

=Y

T 2 2
p=.[P?+P
Promien sity P wzgledem punktu B

r=ri+r,j



Sktadowe promienia 7

Ve =X4 —Xp r,=Y4— Vs
Promien sity wzgledem punktu O

To =Toxl T75, J

Sktadowe promienia 7,

fox = Xa foy = Ya

Sita na ptaszczyznie opisana jest przez 4 wielkosci

P,P,x,y, lub P,a,x,,y,

x?

Rys. 10.

Kat & nazywamy katem kierunkowym prostej dziatania sity

=Y



Moment sity
Momentem sity P wzgledem punktu B nazywamy wektor
Mg =FxP
Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze moment M, jest wektorem

prostopadtym do ptaszczyzny x y, o zwrocie zgodnym z regutg prawej dtoni i
wartosci przedstawionej na rysunku (a)




Moment sity

a jest ramieniem sity wzgledem punktu B, a kat g jest zawarty miedzy
My=P-r-smp
a=r-smf

wektorami 7i P (b)

My,=P-a

x
Rys. 11.
Wartos¢ momentu Mg nie zalezy od wyboru punktu A na prostej dziatania sity




Moment sity wzgledem osi

Momentem sity P wzgledem osi | nazywamy rzut wektora na te 0§ momentu sity
wzgledem dowolnego punktu na osi:

M,=M|P|=M,Pcosac  M,=Ph  P'=Pcosa=Psing
a) |

Rys. 12.

Modut momentu sity P wzgledem osi | rowna sie iloczynowi modutu tej sity P |
jej odlegtosci h od osi | pomnozonemu przez kata zawartego miedzy sitg P a

prosta .

M, =P -hsmmg



Moment sity wzgledem osi

Site P dowolnie skierowana w przestrzeni mozna roztozy¢ na sktadowe (Rys.

13).
Oznaczajgc przez x,y,z wspotrzedne dowolnego punktu A lezgcego na linii
dziatania sity, a przez r promien —wektor tego punktu otrzymuje sie:

My =7xP =(xi +yj+zk)x(Pi+P,j+Pk)

Lub

M,=rxP=|x y z
Px Py Pz




Moment sity wzgledem osi w zapisie analitycznym

M, =i(yPz —zPz) + j(zPx —xPz) + k (xPy — yPx)

Z okreslenia momentu wektora wzgledem osi mozemy zauwazyc, ze rzuty
momentu A/ o Sty P wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych O na osie

prostokgtnego uktadu wspotrzednych sg rownoczesnie momentami tego
wektora wzgledem osi x, v, z.

M, =yPz-zPy, M, =zPx—-xPz, M, =xPy—-yPx

\
'\.'c:a




Moment sity wzgledem osi

Rzut na os momentu sity wzgledem punktu O na osi nie zalezy od potozenia
punktu na osi.

Pamietaj!!!

Moment sity wzgledem osi jest rowny zeru, gdy:

« Wartosc sity P=0,

« Linia dziatania sity P przecina sig z osig ( r, =0),
« Sita P jest rownolegta do osi .

Przykiad. Dana jest sita P=-2i _|_5]_' _1()]€ zaczepiona w punkcie Ao
wspotrzednych x=2, y=3, z=5. Obliczy¢ momenty sity P wzgledem kazdej osi uktadu
wspotrzednych.

i ]k
Rozwigzanie My=F,xP=|2 3 5 |=-55{+10/+16k
-2 5 -10
MX=-55’ Myzloi I\/IZ=:|'6



Redukcja ptaskiego ukiadu sit

Ptaskim uktadem sit nazywac¢ bedziemy ukfad ,n” sit, ktérych linie dziatania
lezg w jednej ptaszczyznie. Za te ptaszczyzne przyjmiemy ptaszczyzne Xy’

- i |
P s ~ fY o
i R ;
1 f : R
f Jt /‘
X = X O4 X
- v
. N M
it
n
E — FE
Sume sit —

nazywac bedziemy wektorem gtéwnym ukiadu sit.



Sume momentow sit wzgledem dowolnego punktu

n

M, = Z(Fi x P;)

i=1
nazywac bedziemy momentem giéwnym uktadu sit wzgledem tego punktu.

Zapis analityczny sity redukuje sie do postaci

P=iP +jP,

Korzystajgc z definicji momentu wzgledem osi, moment gtdbwny moze by¢
zapisany rowniez w postaci n
My=k> M, =Mk

gdzie Mo jest algebraiczng wartoscig momentu gtownego.



Z warunku prostopadtosci wektorow Mo | 7 Jest nastgpujacy wniosek:

Jezeli ptaski uktad sit posiada rézny od zera wektor gtéwny R = 0 to
posiada wypadkowa W = R. Jezeli natomiast R = 0 to ukfad sit moze

(ale nie musi) redukowac sie do pary, ktorej wektor jest prostopadty do
ptaszczyzny dziatania sit.

Ostatecznie rownanie prostej dziatania
wypadkowe]

FWXW=MO

xW, — yW, = My

X
lub odcinkowej X y
+ =1
Mo =~ —Mg
W), W,



Przykiad

Znalez¢ wypadkowq ukiadu sil dzialajgcych na tarcze przedstawiong na Rys. 1.
Przyjgé nastepujgce dane.

P, = 300kN, P, =200kN, P; =200kN, P, =100kN.

v} / P, A
p'i PN ._.*_
o EJ
o AB { ™| _

Rys. 1.




Rozwiazanie

Z zaleznosci geometrycznych mamy:

- 4 3 - B
sina =—, cosa =—, sinff =
S S

Wspolrzedne wypadkowej wynos:za:

; cosf =

0w
ml.h

4 +
Wy =ZP3=Plsina—P3—P4cosB= 300-§—200—100-§=—40kN.

W,=ZP,)- —P,cosa— P, — P,,sinp=—300-%-200+1oo-§=—320k1v.

Moment wzgledem osi ,,z”

M,=M,=—P;sina-6+P,-6—P;-4+Pysinff-12
4 3
M, =—300-§-6+200-6—200-4+ 100-§-12= —320kNm.

Zgodnie ze wzorem M, ' —M,
W, W
M, —320 -M, —(—320)
= = 1,0 » — — -800 ’
w, -320 W, —40 "
* -+ Y s 1,0 =8 8
00" 8 8 T

Jest to poszukiwane rownanie prostej dzialania wypadkowej

W = —407 —320;
w = /(—40)2 + (—320)% = 322,49 kN.




Warunki rownowagi

Dowolny uktad sit jest w rownowadze jezeli wektor giowny tego uktadu
jest rowny zeru oraz moment gtéwny wzgledem dowolnego punktu jest

rowny zeru, tzn. .
R = Z P, =0,

MO—Z(T' xP;)=0

Rownania wektorowe zapisa¢ mozna w nastepujacej rownowaznej postaci

skalarnej: i, .
Pa=0, D Py=0, > P,=0
=1 =1

n n
MixZOJ ZMI{J;:{], ZMI'_Z:{]
i=1 =1




Redukcja ptaskiego dowolnego ukiadu, przestrzennego sit.
Skretnik

Mozna znalez¢ taki biegun redukcji S, ze moment MS bedzie
rownolegty do wektora gtownego W. Taki uktad sit bedziemy
nazywac skretnikiem. 2 b

Rys. 14.

Skretnikiem nazywamy uktad sktadajgcy sie z sity W i pary sit o0 momencie MS
rownolegtym do sity W.

Dla wyznaczenia momentu MS (momentu skretnika) oraz potozenia punktu S,
czyli wektora OS, przyjmiemy, ze dany jest wektor gtowny W i moment gtéwny
MC wzgledem dowolnego bieguna O.



W-M, = W-M, = WM,

Stad modut:
- W-M,
W

M

Po pomnozeniu tego wzoru przez wektor jednostkowy o kierunku wektora
gtébwnego W otrzymamy wzér na moment MS

_ (W-M, )W
M, -

S



Dziekuje za uwage

Krzysztof Jamroziak




