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Zbiezny ukiad sit. Robwnowaga trzech sit

Uktad sit, ktorych linie dziatania przecinajg sie w jednym punkcie
— zbiezny ukiad sit.

Wypadkowa sit jest rowna sumie geometrycznej a jej linia
dziatania przechodzi przez punkt O.
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Redukcja zbieznego ukiadu sit

Redukcja zbieznego uktadu sit sprowadza sie do zastgpienia
dziataniem sity wypadkowej — wektora gtéwnego bedgcego
sumag wszystkich sit dziatajgcych na ciato, przyczepionego w
punkcie ich kierunku dziatania.

Metoda analityczna

Sktadowe sit ukfadu:

P =Zn:}3 Cos

i=1

n
P = ZPI sin
=1
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Metoda analityczna
Sktadowe wypadkowej:

P=FK +F_+..+P_=LFcosa, +F,cosa,+ P, cosc,

P =H +F, +.+F =hsma +Fsma,+F sme,

Wartos¢ wypadkowa sity:

_ 2 2
P=\P!+P,
Kierunek wypadkowej:
P | P, P,
cosa=—— SiIno =— go = —
P P P
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Réwnowaga trzech sit

Uktad trzech sit jest w rownowadze jezeli kierunki dziatania tych sit
przecinajg sie w jednym punkcie (sity tworzg uktad zbiezny) oraz
wielobok utworzony z tych sit jest wielobokiem zamknietym (Rys.
2)

Rys. 2.

Aksjomat 3: Wypadkowa dwaéch sit przechodzi przez punkt ich przeciecia i wyraza sie
dtugoscig przekatnej rownolegtoboku zbudowanego na tych sitach.

Aksjomat 1: Dwie sity rownowazg sie wzajemnie jesli majg jednakowe wartosci
(moduty), dziatajg wzdtuz jednego kierunku i majg przeciwne zwroty.
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Warunki rownowagi

Zbiezny ukfad sit jest w rownowadze, gdy wielobok sit
dziatajgcych na ciato jest wielobokiem zamknietym (wektor
gtowny jest rowny zero).

W zapisie wektorowym:

P=0=P=) P=0

W zapisie analitycznym: ( n
i P.=% P =0
P=F=0=> |

i=1 })y — By —
. i=1
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Sity rownolegte

Rownolegly uktad sit wystepuje wtedy, gdy linie dziatania
wszystkich sit sg do siebie rownolegte. Kierunek dziatania sit
okreslamy za pomocg wektora jednostkowego ¢ (Rys. 3).

Rys. 3.
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Sity rownolegte

Rys. 4a.

Wypadkowa dwoch sit rownoleglych zgodnie skierowanych
dziatania rownolegle do tych sit i ma zwrot zgodny ze zwrotem
tych sit. Jej wartosc jest rowna sumie wartosci tych sit, a jej linia
dziatania dzieli wewnetrznie odlegtosCc miedzy liniami dziatania sit
w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do wartosci tych sit.
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Sity rownolegte

Rys. 4b.

Wypadkowa dwoch sit rownoleglych przeciwnie
skierowanych dziatania rownolegle do tych sit i ma zwrot zgodny
ze zwrotem sity wiekszej. Jej wartosc jest roznicg wartosci tych
dwaoch sit, a jej linia dziatania dzieli zewnetrznie odlegtos¢ miedzy
linlami dziatania tych sit w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do
ich wartosci i lezy po stronie sity wieksze,;.
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Para sit

Pare sit stanowig dwie sity o rownolegtych liniach dziatania, o
przeciwnych zwrotach, zas o tych samych wartosciach.

Ramie pary sity to odlegtos¢ pomiedzy kierunkami sit i nosi
nazwe ramienia pary sit.

M = Pa

Rys. 5.
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Para sit

Rys. 6. g 7=

Moment pary sit jest niezalezny od wyboru punktu O i jest
wielkoscig statg, a jego wartosc¢ rowna sie iloczynowi wartosci
jednej z sit pary i odlegtosci miedzy sitami.

M=P-a
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Twierdzenie o parach sit

1. Dwie pary sit lezgce w tej samej ptaszczyznie sg rownowazne, gdy maja

rowne momenty:
Ha, = ha,

Rys. 7.

—
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Twierdzenie o parach sit

2. Pare sit mozna przesuwac do dowolnej ptaszczyzny réwnolegtej do jej
ptaszczyzny dziatania

Rys. 8.

‘% Wroclaw University
of Science and Technology



Twierdzenie o parach sit

3. Pary sit dziatajgce w jednej ptaszczyznie mozna zastapic para
wypadkowa o momencie M ktorego wartos¢ jest rowna sumie
algebraicznej wartosci momentéw poszczegélnych par.

M: E Ml F . —J ’_._._._,_,...j::"'-----""""quF
i= e
_ Lt
M=rxP=rx(P+P)= LT
_ —| |—= | =L IR ¥
=rxB+rxP=M,+M, P
|
(s (2 Rys. 9.
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Twierdzenie o parach sit

4. Uktad n par sit o roznych ptaszczyznach dziatania i o momentach Mk
mozna zastgpi¢ parg rownowazng o momencie rownym sumie
geometrycznej momentow par sktadowych.

M:iMi
=1

Rys. 10.
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Wektor momentu pary sit
Pamietaj !!!
Momentem pary sit posiada nastepujgce witasnosci:
» jest on prostopadty do ptaszczyzny dziatania obu sit,
« jest niezalezny od wyboru punktu 0 i jest wielkoscig stata, a jego wartosc¢
rowna jest iloczynowi wartosci jednej z sit pary i odlegtosci miedzy sitami

(ramienia pary) M=Pa,

» jest wektorem swobodnym, tzn. moze byc¢ przytozony w dowolnym punkcie
ptaszczyzny par sit,

» uktad par lezgcych w jednej ptaszczyznie jest rownowazny jednej parze sit,
ktorej moment rowna sie sumie momentow par.
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Redukcja i rownowaga uktadu par sit

M=M+M,+.+M, => M,

a) #,

M, =M, +M, +.+M, =) M,
=1

X

M, =M, +M, +.+M,=> M,
i=1

n

M= [M?+M?+M? R
Y z Mn-1
M M F
cosa=—= cosff=—> cosy=—>2= M
-_\Jﬁ
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Redukcja i rownowaga uktadu par sit

Aby pary sit dziatajgce na ciato sztywne w roéznych ptaszczyznach
znajdowaty sie w rownowadze, suma geometryczna momentow
tych par musi by¢ rowna zeru.
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Rownolegte przesuniecie
|| aksjomat statyki i wtasnosci pary sit mozna dowies¢ nastepujgce twierdzenie:

Sita, przytozona w dowolnym punkcie ciata sztywnego, rownowazna jest
takiej samej sile, przytozonej w dowolnie innym punkcie tego ciata i parze
sit, ktérej moment rowny jest momentowi danej sity wzgledem nowego
punktu przylozenia.

Rys. 11. Uktady rownowazne

Niech w punkcie A ciata sztywnego przytozona bedzie sita P.

W punkcie B przyktadamy dodatkowo zrownowazony ukfad sit (P’, P"), ktérych
wypadkowa jest rowna 0 taki, ze P'=P”. Zgodnie z aksjomatem 3 mamy (P’, P",P),
gdzie wektor gtowny jest P. Uktad sit (P’, P”) tworzy pare sit, ktdrg mozna zastgpic

momentem pary: M | P . h

Ostatecznie otrzymujemy w punkcie B site oraz moment.
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Redukcja ptaskiego ukiadu sit

Ptaskim uktadem sit nazywac bedziemy uktad ,n” sit, ktorych linie
dziatania lezg w jednej ptaszczyznie. Za te ptaszczyzne
przyjmiemy ptaszczyzne Xy’

Zapis analityczny sity redukuje sie do postaci:

P=iP +jP,

Korzystajgc z definicji momentu wzgledem osi, moment gtéwny
moze by¢ zapisany rowniez w postaci:

M, =k> M, =Mk

Gdzie: Mo jest algebraiczng wartoscig momentu gtéwnego.
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Warunki rownowagi

Dowolny uktad sit jest w rownowadze jezeli wektor gtowny tego

uktadu jest rowny zeru oraz moment gtowny wzgledem dowolnego
punktu jest rowny zeru, tzn.

R=YP=0 ,=Y (7xP)=0
i=1 i=1

Rownania wektorowe zapisa¢ mozna w nastepujgce;
rownowaznej postaci skalarnej:

Sp-0 Yp-0 >Pp-0
i=1 i=1 i=1
SM.=0 M, =0 YM, =0
=1 =1 =1

l 1 1
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Warunki rownowagi

Ptaski uktfad sit. Warunki rownowagi ptaskiego uktadu sit

otrzymuje sie natychmiast z rownan przestrzennego uktadu, ktore
redukujg sie do trzech: :

Z})ixzo Zn:Piy:O Zn:MiZ:O
i=1 i=1

i=1
|. Jezeli moment uktadu wzgledem trzech dowolnych punktow

nielezacych na jednej prostej jest rowny zeru to ptaski uktad sit
jest w rownowadze:

iMiA:O iMiB:O iMiC:O
i=1 i=1 i=1

Il. Jezeli moment uktadu sit wzgledem dwoch punktow jest rowny
zeru oraz rzut sit na os nieprostopadtg do odcinaka tgczacego te
punkty jest rowny zeru to ptaski uktad sit jest w rownowadze:

SR=0 YM,=0 Y, -0
=1 =1 =1

1 1 1
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Redukcja ukiadu sit. Redukcja w ukiadach statycznie
wyznaczalnych

Jezeli liczba niewiadomych reakcji jest rowna liczbie
niezaleznych liniowo rownan rownowagi, ktore mozemy
napisac¢ dla danego ukiadu cial, to reakcje mozemy obliczy¢
jednoznacznie. Taki ukifad ciat nazywamy uktadem statycznie
wyznaczalnym.
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Warunki rownowagi ciata przy uwzglednieniu tarcia
Tarcie

Tarciem nazywamy zjawisko powstawania osi stycznych do
powierzchni styku dwoch ciat. Sg to sity bierne, czyli reakcje.

Podziat:
» ze wzgledu na srodowisko: tarcie suche, pltynne, mieszane, graniczne itp.
» ze wzgledu na charakter ruchu: tarcie slizgowe i toczne

Tarcie statyczne (spoczynkowe) - tarcie pomiedzy ciatami, ktore nie przemieszczaja
sie miedzy soba.

Tarcie kinetyczne (ruchowe) - tarcie ($lizgowe badZ toczne) wystepujace pomiedzy
ciatlami wzajemnie przemieszczajacymi sie.
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Tarcie slizgowe (posuwiste)

Dla wyjasnienia podstawowych wtasciwosci sit tarcia dokonamy
analizy schematu przedstawionego na rysunku 4.

a b T

| ) ;g

]
/7 /74 /4 T /7
Nf N

Rys. 4.

=Y

Ciezar tarczy Q jest zrownowazony przez roztozony nacisk
poditoza na tarcze. Nacisk roztozony zastepujemy sitg skupiong N.
Wiezy majg charakter jednostronny nieidealny. Powierzchnie
styku tarczy i podtoza sg szorstkie (Rys. 4a).
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Tarcie slizgowe (posuwiste)

a b T y
V¢ ¥
1 P 1
i —> 2 .
V//74 1 V//7/4 y//74 r? V///d Y
N N
Rys. 4.

Przy probie przesuniecia tarczy za pomocg poziomej sity P
pojawia sie roztozona sita tarcia, ktoérg zastepujemy sitg skupiong
T (Rys. 4b).

Warunek rownowagi wedtug wielkosci skalarnych:

P=T, Q=N
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Tarcie slizgowe w rownowadze

Zwiekszajgc site czynng P dochodzimy do stanu krytycznego,
przy ktorym tarcza traci rownowage statyczng i zaczyna poruszac
sie po powierzchni. Site tarcia odpowiadajgcg stanowi
Krytycznemu nazywamy maksymalng sitg tarcia i jej wartosc
oznaczamy T.

Sita tarcia jest proporcjonalna do reakcji normalnej N, czyli:

I'= uN O<u<l

Bezwymiarowy wspotczynnik proporcjonalnosci i, zwany
wspoiczynnikiem tarcia slizgowego, zalezy od rodzaju
stykajgcych sie ciat (rodzaju powierzchni).

Przytoczone zaleznosci tarcia slizgowego zbadat i upowszechnit
Charles Coulomb stgad mowimy o tzw. tarciu kulombowskim.
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Tarcie slizgowe w rownowadze

Uktad sit dziatajgcych na tarcze traktuje sie w przyblizeniu jako
ptaski zbiezny uktad sit. W stanie rownowagi granicznej spetnione
sg dwa rownania rownowagi statycznej (2RRS)

> X =0: P-T=0 = P=T
> Y=0: N-Q=0 = N=Q
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Tarcie slizgowe
Zapamietaj !!!

1. Sita tarcia jest niezalezna od wielkosci powierzchni
stykajacych sie ze sobg ciat i zalezy jedynie od ich rodzaju,

2. Wartosc sity tarcia dla ciata znajdujgcego sie w spoczynku
moze zmieniC sie od zera do granicznej wartosci,
proporcjonalnej do catkowitego nacisku normalnego,

3. W przypadku, gdy ciato slizga sie po pewnej powierzchni, sita
tarcia jest zawsze skierowana przeciwnie do kierunku ruchu i
jest mniejsza od granicznej wartosci.

Ciata pozostajg w stanie rownowagi wzglednej, dopoki sita

styczna P nie przekroczy wartosci rozwinietego tarcia

statycznego, to jest gdy: P=T<u-N
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Tarcie toczne

N — sita docisku

P — sita przetaczajgca

R — reakcja od podioza

K — ramie oporu toczenia
(wspotczynnik tarcia
tocznego)

r — promien kota
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Tarcie toczne

1) Punktowo przytozona sita reakcji R reprezentuje oddziatywanie
pomiedzy podtozem a kotem, ktore ze wzgledu na ich
odksztatcalnoS¢ ma w rzeczywistosci charakter naciskow
dziatajgcych na pewnej powierzchni.

2) W przypadku dziatania sity czynnej
rownowaga kota jest mozliwa tylko
wowczas, gdy reprezentujgca reakcje
podtoza sita R jest przytozona w punkcie
odsunietym od linii dziatania sity docisku(/\)
0 pewien odcinek k (ramie oporu toczenia) i nachylona
wzgledem tej linii 0 pewien kat « zgodnie z twierdzeniem
o trzech sitach.
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Tarcie toczne
- P
My,=rP k="""
N

Y X=0: P-T=0, =>T=P
d>Y=0: N-Q=0, =N=0Q

n a—0
YMp=0 = N-k-Pr=0 = p-N.X
o r

Nie nastgpi poslizg kota gdy:
K

P<T=N-yu, Kz,ut (zwykle —<<,utj
I I
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Tarcie toczne

Wzor na site/moment tarcia tocznego opisuje w przypadku ciata w
spoczynku, maksymalng site/moment jakg/jaki mozna przytozycC
nie wprawiajgc w ruch ciata.
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Tarcie toczne

Wartosci wybranych wspotczynnikow tarcia tocznego

Koto
Drewniane
Stalowe
Zeliwne
Drewniane

Kulka stalowa
hartowana

Podtoze
Drewniane
Szyna stalowa
Zeliwne
stalowe

stalowa

K

0,05 -0,06
0,005
0,005
0,03-0,04
0,001

—
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Zadanie 1

WyznaczycC reakcje na podporach ramy (rys. 1).

3OOP/10 kN

7777, 7777

U

] 05m | O5Sm | O5m | O5Sm |
1 1 /1 1 1

Rys. 1.

05m

—
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Rozwigzanie 1

Schemat obliczeniowy.

N ' “”JL A

' a—0.5m
_ ? M=5kNm
A C -

Pl:PsinSOole%:SkN

P, = Pcos30°:10-§:5\@ kN
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Rozwiazanie 1

3RRS
Sp, =0 R.—P =0—R. =P, =5kN]

» P,=0 Ry+Ry,—P,=0—>R,=-R,+P,

My =0 Ry-a—-M+P-a—P,-3a=0— R, = LAY 53 _ a0y

a

R,=—Ry+ P, —>-31+8,7 =223 kN]

Interpretacja
Przevyidziano poprawnie zwroty Ry, , RC_. Rze_czywi.sty zZwrot R, jest
przeciwny do zatozonego na schemacie obliczeniowym.
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Zadanie 2

Dwa bloki o ciezarach G, 2G podwieszono za pomoca lin.
Wyznaczyc¢ naciagi lin. Mase lin pomingc (rys. 1).

30°

30°

ANN\\N

2G

Rys. 1.
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Rozwigzanie 2

Prostoliniowe odcinki lin modelujemy za pomocg wiezi
elementarnych rozcigganych. £acznie jest 6 odcinkow lin, nalezy
zatem sformutowa¢ 6RRS. Myslowo przecinamy liny w punktach

A, B, C, D, ujawniajgc naciggi lin:

Schemat obliczeniowy:

Il
K
= >E
ol
o

AN\
o—b—w
=
>
oo
=




Rozwigzanie 2

Dla D: 1RRS (kolinearny — wspaotliniowy):
P =0 = N,-2G=0= N,=2G
Dla C: 1RRS (kolinearny — wspaotliniowy):

»P =0 = N,-G=0=> N,=G

Dla B: 2RRS (zbiezny):
ZPZ.X =0 = —-N,cosa+N,=0

ZEy =0 = N,sma-N, =0
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Rozwigzanie 2

—EN3+N4=O
3
1N3=2G -2
2
N, =4G
N4—§N £4G 24/3G

Dla A: 2RRS (zbiezny):

ZPisz — —N.cosa+ N cosa+ N,cosa =0 ‘:cosa

ZPl.y =0 = N.sina+Ngsma—-N;sma—-N,=0
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Rozwigzanie 2
— N+ N, +4G =0

-_ %(N5+N6—4G)=G -2

Ny =N, -4G
N, + Ny, =6G

N;+N,-4G=6G = 2N,=10G |2
N, =5G
N, =5G-4G=G

Odp. N,=2G N,=G N,=4G N,=2J3G N,=5G N =G

‘% Wroctaw University
42 of Science and Technology



Zadanie 3

Belka AB o dtugosci | = 4,8m i ciezarze Q = 200N wsparta jest na
dwoch podporach w punktach C i D (rys. 1).

Dodatkowo na belke dziata pionowa sita P = 400N, para sit o
momencie M, = 200Nm, a na odcinku DB obcigzenie ciggte q =

/N/cm. Wyznaczy¢ reakcje podporowe belki w punktach C i D,
jezeli AC=DB =1/4iCD =1/2.

A SIS S S Q STT7T7777 7 B

0,25/ 0,5/ 0,25/

Rys. 1.
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Rozwigzanie 3

Wyznaczamy sity bierne | orientujemy uktad
wspotrzednych przyjmujac nastepujacy uktad

obliczeniowy:
L
_|_
q

ZBx:O — RCx:O
»P =0 = —-P+R,-0+R,—q=0
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Rozwigzanie 3

»M,=0 = R, -0,25/-0-0,5/+
+R,-0,75/—¢q-0,875/ - M, =0

g =120-7 =840[N]

R, =P+Q+q—R, =R, =1440-R,

12R,, +3,6R, = 4208

R, ~1033[N]

R, ~407[N]
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