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Momenty bezwładności 
Oprócz momentów statycznych, które są momentami stopnia pierwszego, 

istnieją momenty stopnia drugiego, którymi są momenty bezwładności oraz 

momenty dewiacji (zboczenia). Mają one szczególne znaczenie w 

wytrzymałości materiałów. 
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Momenty bezwładności 

Definicja momentu bezwładności

gdzie: J – masowy moment bezwładności
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Momenty względem płaszczyzn Z
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Traktując ciało sztywne jako 

zbiór n-punktów materialnych 

w konkretnym układzie współrzędnych 

moment bezwładności względem 

płaszczyzn układu będzie się

przedstawiał następująco (Rys. 1):  
Rys. 1.
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Momenty względem osi współrzędnych 

oraz biegunowy 



















n

i

iiiz

n

i

iiiy

n

i

iiix

yxmJ

zxmJ

zymJ

1

22

1

22

1

22

)(

)(

)(

Z

y

x

ir

im

O

iy

ixiz

izr

ixr

iyr

 
 


n

i

n

i

iiiiii zyxmrmJ
1 1

2222

0 )(

Rys. 2.
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Związki między momentami bezwładności
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Zauważamy (Rys. 2), że spełnione są 

następujące zależności:  
Rys. 2.
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Moment względem osi równa się 

sumie momentów względem 

dwóch płaszczyzn prostopadłych, 

w wyniku przecięcia których powstaje 

dana oś. 
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Związki między momentami bezwładności
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Moment biegunowy przyjmuje postać: 

Rys. 2.

yzxzxy JJJJ 0

Dodając biegunowy moment bezwładności po obu stronach 

powyższego równania otrzymamy: 
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Biegunowy moment bezwładności 

Rys. 3.

Biegunowym momentem bezwładności figury płaskiej nazywamy 

granicę algebraicznej sumy, dla całej powierzchni S figury 

płaskiej, iloczynów elementarnych pól dA przez kwadrat 

odległości od początku układu współrzędnych (Rys. 3), gdy 

elementarne pola dążą do zera.

czyli;

Biegunowym momentem 

bezwładności figury płaskiej 

o polu A względem bieguna 

O nazywamy: 


A

dArJ 2

0



9
Katedra Mechaniki, Inżynierii Materiałowej i Biomedycznej

Wykorzystując związek pomiędzy 

współrzędnymi x, y a odległością 

biegunową r :

Biegunowy moment bezwładności możemy określić jako sumę 

osiowych momentów bezwładności: 

Osiowy moment bezwładności 

Rys. 4.
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Osiowy moment bezwładności 


A

x dAyJ 2

Osiowym momentem bezwładności figury płaskiej względem 

dowolnej osi leżącej w płaszczyźnie figury nazywamy granicę 

algebraicznej sumy, dla całej powierzchni A figury płaskiej, 

iloczynów elementarnych pól dA przez kwadrat ich odległości od 

danej osi, gdy elementarne pola dążą do zera (Fig. 5).

Momentem bezwładności 

figury względem osi x jest  

Momentem bezwładności 

figury względem osi y jest  
A

y dAxJ 2 Rys. 5.



11
Katedra Mechaniki, Inżynierii Materiałowej i Biomedycznej

         
A

J
i

A

J
i

y

y
x

x 

Promieniem bezwładności nazywa się wielkości zdefiniowane 

następująco:

Momenty bezwładności są wielkościami addytywnymi, tzn, 

np.:

... 21 JJJ x

Osiowy moment bezwładności 
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Osiowe i biegunowy moment, są zawsze dodatnie i można je 

traktować jako swego rodzaju miarę rozproszenia:

- przekroju wokół danej osi tj. im bardziej pole figury płaskiej jest 

skupione wokół osi, tym moment bezwładności względem niej 

jest mniejszy,

- pola figury płaskiej wokół początku układu współrzędnych.

Charakterystyka momentu bezwładności 
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Ważne

Moment bezwładności względem osi jest równy sumie 

momentów bezwładności (Jx, Jy ) względem dwóch płaszczyzn 

wzajemnie prostopadłych, przecinających się wzdłuż tej osi.

Biegunowy moment bezwładności J0 jest równy sumie 

momentów bezwładności względem dwu wzajemnie 

prostopadłych osi, przecinających się w punkcie O (dla układu 

płaskiego).  

Miarą geometrycznego momentu bezwładności jest [m4]. 

Miarą masowego momentu bezwładności jest [kgm2]. 

Charakterystyka momentu bezwładności 
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A

xy xydAJ

Momentem dewiacji (zboczenia) figury płaskiej o powierzchni A

nazywamy granicę algebraicznej sumy iloczynów elementarnych 

powierzchni dA → 0 przez ich współrzędne x i y. Sumowanie to 

odbywa się po całej powierzchni A figury płaskiej.

Momentem dewiacyjnym figury względem prostokątnego układu 

osi x i y jest  

Moment dewiacji Jxy danej figury płaskiej równa się zeru, jeśli choć 

jedna z osi, względem których został wyznaczony, jest osią 

symetrii rozpatrywanej figury. Jxy może przyjmować wartości 

dodatnie, ujemne lub zero. 

Moment dewiacji (zboczenia)
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Momenty bezwładności i dewiacji względem osi centralnych

Osie centralne figury płaskiej to osie względem których jej 

momenty statyczne są równe zero.

W przypadku obliczenia momentu 

bezwładności i dewiacji 

względem osi centralnych (xc, yc) 

otrzymujemy (Rys. 6): 

ayy

bxx





1

1

2222
1

2 2 AaJdAaydAadAydAaydAyJ
Cx

AAA AA

x    )(

22
1

2 AbJdAbxdAxJ
Cy

AA

y   )(

0xS

AabJdAaybxdAyxJ
CC yx

AA

xy   ))((11

Rys. 6.
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Otrzymane zależności noszą nazwę twierdzenia Steinera.

2AaJJ
Cxx 

2AbJJ
Cyy 

AabJJ
Cyxxy C


Osiowy moment bezwładności figury płaskiej względem osi równoległej 

odległej od środka ciężkości o określoną wartość jest równy momentowi 

względem osi równoległej przechodzącej przez środek ciężkości figury, 

powiększonemu o iloczyn powierzchni figury i kwadratu odległości między 

osiami. 

Moment dewiacyjny figury płaskiej względem osi równolegle przesuniętych jest 

równy momentowi dewiacyjnemu względem osi centralnych, powiększonemu o 

iloczyn powierzchni i obu składowych równoległego przesunięcia. 

Momenty bezwładności i dewiacji względem osi centralnych
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Momenty bezwładności i dewiacji względem osi centralnych

JxC, JyC, JxCyC to momenty bezwładności i dewiacji względem osi 

centralnych zgodnie z równoległym przesunięciem osi (x,y), a i b

współrzędne środka ciężkości figury w układzie (x, y).

Na tej podstawie osiowe momenty bezwładności oraz dewiacyjny 

moment figury względem osi centralnych przyjmie postać (Rys. 7): 

2AaJJ xxC


2AbJJ yyC


AabJJ xyyx CC


Rys. 7.
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Przykład

Znaleźć momenty bezwładności i dewiacji prostokąta o bokach a i 

b względem osi przylegających do jego boków i osi centralnych 

(Rys. 8).
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Rys. 8.
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Rozwiązanie

Przyjmując układ współrzędnych pokrywających się z bokami a i b

prostokąta i dzieląc pole prostokąta na elementy powierzchni dxdy

otrzymujemy:
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Rozwiązanie

Prostokąt ma dwie osie symetrii, które są centralnymi osiami. 

Należy zastosować twierdzenie Steinera:
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Zgodnie z definicją moment dewiacji Jxcyc=0
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Zapamiętaj !!!

Osie przechodzące przez środek ciężkości 

przekroju 

– OSIE CENTRALNE. 
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Zapamiętaj !!!

Jeżeli jedna z osi układu współrzędnych jest osią symetrii figury 

płaskiej, to moment dewiacyjny figury w takim układzie 

współrzędnych jest równy zero.

Wyznaczanie momentów bezwładności i momentu 

dewiacyjnego figury złożonej stosować metodę superpozycji, 

traktując rozpatrywaną figurę jako sumę figur elementarnych, 

takich jak np. prostokąt, trójkąt i fragment koła. 

Korzystać będziemy z wartości momentów bezwładności i 

momentu dewiacyjnego dla wymienionych figur. 
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Charakterystyki geometryczne dla prostych figur

Figura geometryczna     osiowe momenty bezwładności           moment dewiacji 
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Figura geometryczna     osiowe momenty bezwładności           moment dewiacji 

Charakterystyki geometryczne dla prostych figur
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Figura geometryczna     osiowe momenty bezwładności           moment dewiacji 

Charakterystyki geometryczne dla prostych figur
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Charakterystyki geometryczne dla prostych figur


