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Momenty bezwiadnosci

Oprocz momentow statycznych, ktére sg momentami stopnia pierwszego,
istniejg momenty stopnia drugiego, ktérymi sg momenty bezwtadnosci oraz
momenty dewiacji (zboczenia). Majg one szczegolne znaczenie w
wytrzymatosci materiatow.

Momenty bezwtadnosci przekrojow

biegunowe osiowe odsrodkowe
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Momenty bezwtadnosci

Definicja momentu bezwladnosci
2
J=mr

gdzie: J — masowy moment bezwtadnosci

J = pd,
gdzie: J,, — geometryczny moment bezwtadnosci
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Momenty wzgledem ptaszczyzn z A

Traktujgc ciato sztywne jako

zbiér n-punktéw materialnych I, m;

w konkretnym uktadzie wspotrzednych > Z. ;
moment bezwtadnosci wzgledem Xi
ptaszczyzn uktadu bedzie sie x Y.

przedstawiat nastepujgco (Rys. 1): Rys. 1.

szimizizi Jyzzzn:miXiZ’ sz:imiYi2
i—1 i—1 i—1
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Momenty wzgledem osi wspotrzednych
oraz biegunowy
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Zwiazki miedzy momentami bezwiadnosci’

Zauwazamy (Rys. 2), ze spetnione s3g | A4
nastepujgce zaleznosci: . v

Rys. 2.

‘Jx — imirxzi — imi(yi2 + Ziz) :imiyiz +Zn:mizi2 T ‘]xz + ‘]yx
i=1 i=1 i=1 i=1

J, =J,,+J
X Xy X2 Moment wzgledem osi rowna sie
J =] J sumie momentow wzgledem
y yX Y2 dwoch ptaszczyzn prostopadtych,

| w wyniku przeciecia ktorych powstaje
‘Jz_‘sz+‘]zy dana os.
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Zwiazki miedzy momentami bezwiadnosci

Moment biegunowy przyjmuje postac:

n n
2 2
JO:E m.r. :E m. X +
=1 =1

+> myi+> mzi=3,+J,+J,
=1 =1
Jo=Jdy

J

XZ

A

J

yZ

Dodajgc biegunowy moment bezwtadnosci po obu stronach

powyzszego rownania otrzymamy:

2‘]0:‘]xy+‘sz+‘Jyz+‘ny+‘]xz+‘]yz:‘]x+‘]y+‘Jz

1

JO=2(JX+Jy+JZ)
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Biegunowy moment bezwitadnosci

Biegunowym momentem bezwifadnosci figury ptaskiej nazywamy
granice algebraicznej sumy, dla catej powierzchni S figury
ptaskiej, iloczynow elementarnych pol dA przez kwadrat
odlegtosci od poczatku uktadu wspotrzednych (Rys. 3), gdy

elementarne pola dgzg do zera. 1y
czyli; X Tyc
Biegunowym momentem .
bezwiadnosci figury plaskiej |- £
0 polu A wzgledem bieguna A < %
O nazywamy: >
) >3
2 "
JO — IV dA 0 X dx X
A Rys. 3.
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Osiowy moment bezwtadnosci 1y

Wykorzystujac zwigzek pomiedzy I
wspotrzednymi X, y a odlegtoscia |
. , =) [ &
biegunowg r : ;.dA
A < —
2 2 2 : ?
X" +y =r ; .
0~ x - X
Rys. 4.

Biegunowy moment bezwtadnosci mozemy okresli¢ jako sume
osiowych momentow bezwiadnosci:

J, =jr2dA =j(x2 +y*)dA=J, +J,
A A
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Osiowy moment bezwtadnosci

Osiowym momentem bezwtadnosci figury ptaskiej wzgledem
dowolnej osi lezgcej w ptaszczyznie figury nazywamy granice
algebraicznej sumy, dla catej powierzchni A figury ptaskiej,
iloczynow elementarnych pdl dA przez kwadrat ich odlegtosci od
danej osi, gdy elementarne pola dgzg do zera (Fig. 5).

Ay
Momentem bezwiadnosci
figury wzgledem osi x jest

J =_[y2dA
A

Rys. 5.

figury wzgledem osi y jest
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J, = [ x*dA
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Osiowy moment bezwiadnosci

Promieniem bezwiadnosci nazywa sie wielkosci zdefiniowane
nastepujgco:

—
J
X . Y

[ = | =
“\ 4 "\ 4

Momenty bezwladnosci sg wielkosciami addytywnymi, tzn,
np.:

J =J +J,+..
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Charakterystyka momentu bezwiadnosci

Osiowe i biegunowy moment, sg zawsze dodatnie i mozna je
traktowac jako swego rodzaju miare rozproszenia:

- przekroju wokot danej osi tj. im bardziej pole figury ptaskiej jest
skupione wokot osi, tym moment bezwtadnosci wzgledem niej
jest mniejszy,

- pola figury ptaskiej wokot poczatku uktadu wspotrzednych.
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Charakterystyka momentu bezwitadnosci

Wazne

Moment bezwitadnosci wzgledem osi jest rowny sumie
momentow bezwitadnosci (Jx, Jy ) wzgledem dwoch ptaszczyzn
wzajemnie prostopadtych, przecinajgcych sie wzdtuz tej osi.

Biegunowy moment bezwtadnosci J, jest rowny sumie
momentow bezwtadnosci wzgledem dwu wzajemnie
prostopadtych osi, przecinajgcych sie w punkcie O (dla uktadu
ptaskiego).

Miarg geometrycznego momentu bezwtadnosci jest [m?].

Miarg masowego momentu bezwtadnosci jest [kg-m-].
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Moment dewiacji (zboczenia)

Momentem dewiacji (zboczenia) figury ptaskiej o powierzchni A
nazywamy granice algebraicznej sumy iloczynow elementarnych
powierzchni dA — O przez ich wspotrzedne x 1 y. Sumowanie to
odbywa sie po catej powierzchni A figury ptaskie;.

Momentem dewiacyjnym figury wzgledem prostokatnego uktadu

0SI X 1y jest
J =jxydA
A

Moment dewiacji J,, danej figury ptaskiej rowna sie zeru, jesli choc
jedna z osi, wzgledem ktorych zostat wyznaczony, jest osig
symetrii rozpatrywanej figury. JXy moze przyjmowac wartosci
dodatnie, ujemne lub zero.
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Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi centralnych

Osie centralne figury ptaskiej to osie wzgledem ktorych je;j
momenty statyczne sg rowne zero.

W przypadku obliczenia momentu
bezwladnosci | dewiacji
wzgledem osi centralnych (X, Y.)
otrzymujemy (Rys. 6):

S =0

\
— [ y2da=| 2dd = [ y2dA+2 2(da = Aa?
J . .ylA .(y+a) A jy 1 aa£ J,. +Aa

A A A A

J, = [xhdA=[(x+bYdA=J, +A4b’ X, =Xx+b

! ’ n=yra

ny = J.xlyldA = j(X+b)(y+a)dA = chyc + Aab
A

A
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Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi centralnych

Otrzymane zaleznosci noszg nazwe twierdzenia Steinera.

Osiowy moment bezwtadnosci figury ptaskiej wzgledem osi rownolegtej
odlegtej od srodka ciezkosci o okreslong wartosc jest rowny momentowi
wzgledem osi rownolegtej przechodzgcej przez srodek ciezkosci figury,
powiekszonemu o iloczyn powierzchni figury i kwadratu odlegtosci miedzy

| J.=J, +Aa’
2
J,=J, +A4b

Moment dewiacyjny figury ptaskiej wzgledem osi rownolegle przesunietych jest
rowny momentowi dewiacyjnemu wzgledem osi centralnych, powiekszonemu o
iloczyn powierzchni i obu sktadowych réwnolegtego przesuniecia.

J,=J,,.+Aab
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Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi centralnych

IXc, IYe, IXcY to momenty bezwtadnosci i dewiaciji wzgledem osi
centralnych zgodnie z rownolegtym przesunieciem osi (x,y), aib
wspotrzedne srodka ciezkosci figury w uktadzie (X, V).

Na tej podstawie osiowe momenty bezwtadnosci oraz dewiacyjny
moment figury wzgledem osi centralnych przyjmie postac (Rys. 7):

J =J —Aa* erx
2
ch =J, — Ab

J =ny—Aab

XcYc
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Przyktad

Znalez¢ momenty bezwtadnosci i dewiacji prostokgta o bokach a i
b wzgledem osi przylegajgcych do jego bokow i osi centralnych
(Rys. 8).

&

=V
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Rozwigzanie

Przyjmujac uktad wspotrzednych pokrywajgcych sie z bokamiaib
prostokagta i dzielgc pole prostokagta na elementy powierzchni dxdy

otrzymujemy: T
J,=[y*da J,=[xad "t
A A I a
i
« h al ,b 1 1 :
J. =|y*dA=|dx-|y’dy=x| -=y°| =a-=b°==ab’ sk
-£ ) -([ 03 [0 3 3 _____1:____--b___>
q b b |
JyzszdA: xzdx'J‘dyzixSa-y —}613-E =Ea3b :
y y A 3 00 3 3 3 ) | _
a b 2 2
1 ,al ,b a° b 1
J_ =|xydA=|xdx- ==x°| =y =—-—==0a%’
v {y ! !yy 27102 0 2 2 4
1 1 1

redA= (2 +v)dA==ab®*+=a’b==ab(a’ + b?
£ £< Vi )dA=Zab’ + 2 a’h = ab( )
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Rozwigzanie

Prostokat ma dwie osie symetrii, ktére sg centralnymi osiami.
Nalezy zastosowac twierdzenie Steinera:

ch :']x_14a2 JnyC =ny_Aab T4 yCT
2 S A ! I
Iy =44 la ZEdbs—Eab3=iab3 s
) 2 3 4 12 |
2 0 l
J :J _A(lbj :Eagb—iasb:ia3b
Yc Y 2 3 4 12

Zgodnie z definicjg moment dewiacji Jx.y.=0

272
J. :Jx_Aﬁ.é:ab_ab.ﬁ.ézo
e g 2)\2 4 2)\2

=Y
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Zapamietaj !!!

Osie przechodzace przez srodek ciezkosci

przekroju
— OSIE CENTRALNE.

YE

A ﬂ*ﬁ:}

|05ie centralne |

g
5.C.

a/3
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Zapamietaj !!!

Jezeli jedna z osi uktadu wspotrzednych jest osig symetrii figury
ptaskiej, to moment dewiacyjny figury w takim uktadzie
wspotrzednych jest rowny zero.

Wyznaczanie momentow bezwtadnosci i momentu
dewiacyjnego figury ztozonej stosowac¢ metode superpozyciji,
traktujgc rozpatrywang figure jako sume figur elementarnych,
takich jak np. prostokat, trojkat i fragment kofa.

Korzystac bedziemy z wartoSci momentow bezwtadnosSci |
momentu dewiacyjnego dla wymienionych figur.
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Charakterystyki geometryczne dla prostych figur

Figura geometryczna osiowe momenty bezwtadnosci

Ll
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moment dewiacji

XoYo =0

b?h?
Jx},:T



Charakterystyki geometryczne dla prostych figur

Figura geometryczna osiowe momenty bezwtadnosci moment dewiacji
o , b’ L , b’
| o~ 36 Yo 36 Yoo 72
= . 3 3 2,.2
| 3h 12 12 Xy 24
D4[n 8)
. Yo =7xla oo T 4
Y=Y, ° 16(8 O9n | nD
e O | g
e ~0,00686D* = ¥ 128 Jyy =0
4 b | " - 4 4
o1 ~ 0,1098R _7R Joy, =0
[=2F ¢, _mD* =R 8
“ 128 8

—
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Charakterystyki geometryczne dla prostych figur

Figura geometryczna osiowe momenty bezwtadnosci moment dewiacji
4F Qe 4
[l T T._ R
ol 4
E_I'I JXO R4(ﬂ:} . R4
= 16 9n TR JXDVD :?_
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Charakterystyki geometryczne dla prostych figur

Tablica l1

KATOWNIKI NIEROWNORAMIENNE
wg PN-81/11-93402

Diugosci fabeykacyjns: przy szerokodel ramion 45%x30 mm 3~12 m
przy szerokodel ramion powykei 45x30 mm 3415 m

2 Promicd
W ymiary Nachy« | Pole Moment bezwiadnosci becwisdanial
Wyrédnlk '::' :"::; A
oxa?cuma 5 a ' r rs rx e N=n F lt:l'll P 5 Jq't Jxy 5 iz Iy In
mom cm g« cm? cm* cm
4 4 I 24| s77| 205| 1,19 | 12,04 362 | 1,37] 085| 0,65
5% 30% § 45| o] <|a0j20] Y| Oom|as 2ae| Gos| 27| 14s[1513 | 460 | 141 | o3| o6
5 5 1,9 611172 6,11 3,50 || 35,5 10,63 | 1,89 | 1,13 | 086
605 40% 3 so| 40| 2 sof30(l338| Oo7)1 0437 zaellzon | Tiz| @hs| s | 1203 | vss| vi2| ose
[

70% 50 %7 70 50| 7| 70|35 227| 1,29 | 0493| 7,96 625| 382 | 1616 906|793 293 | 219 | 1,42] 1,07
6 6 244 | 1,21 | 0435| 7,19 ses| 405 | 1444 | 836| 833 | 249 | 237 | 1,42| 1,08
75% 50 % 7 0( so| 7| 70|35 248| 1,25]|0433| 831 653 464 | 1646 | 957| 976 | 294 | 2,36 | 141 | 107
8 3 252 | 1290430 941 739 520" | 1838 | 1075 111,9 | 339 | 2,35 | 1,40} 1,07
80x 40% 6 B0| 40| 6| 7,0/3,5| 285| 088 |0%0| 6,89] | 541 449 759 | 49211009 | 130 | 25| 1,05| 085
80x65x 10 80| 65 10| 8,0/ 40| 255 | 1,81 | 0638 136 107 | 822 | 483 | 248 |170,5 | 926 | 246 | 1,89 | 1,35
90 608 90| 60| 8| 80|40/ 296| 1,48 | 043¢/ 11,4 8o7| 9223 | 328 | 190 | 1927 | 579 | 284 1,70 1,29
100 x 50 % 8 100 So| 8| 90|45/ 3,59 1,12 | 0,258 11,4 899 1160 | 195 | 127 | 2633 | 340 | 3,18| 1,31} 1,05
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