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Momenty bezwiadnosci i dewiacji wzgledem osi giéwnych

Przyjmijmy prostokgtny uktad wspotrzednych O&y obrocony o kat

¢ wzgledem uktadu Oxy (Rys. 1).

Wspotrzedne dowolnego punktu

figury ptaskiej spetniajg zaleznosci: y
I] A :1
Jo=[ydA 3, =[x*dA, 3, = [xydA, ¥ dA
A A A >
e = ) .
J.=[n*dA, 3, =[&%A, I, =[éndA yo, &
A A A //
//
| b NN b
E=xcos@+ysm@
17=YyCOS@—XSIQ Rys. 1.
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Momenty bezwiadnosci i dewiacji wzgledem osi giéwnych

Momenty bezwtadnosci i moment dewiacyjny w obroconym
uktadzie OSy:

J: :jnsz:Jx coszga+Jy sinzgo—Zny SIN () COS @
A

J, :jészsz cos’ @ +J_sin” @+2J,, s @Ccosp
A

J ey = jfndA =(J, —Jy)singocosgo+ny(cos2 @ —sin’ @)
A
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Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi gtéwnych

Stosujgc zaleznosci: $in2¢ = 2sin pcos @,  cos 2¢ = cos? ¢ —sin? g
cos? g = (1+cos 290), sin? ¢ = (1—cos 2¢)
Ostatecznie otrzymamy: 2 2
J+J, J.—J, |
Je = + cos 2 —J _ sin2¢
2 2 Y
J+J, J.—J, .
J, = - cos 2¢+.J _ sin 2¢
2 2 4

Jo = x2 ~sin 2 +J cos 2¢

Osie ukftadu prostokatnego, w ktorym moment dewiacyjny

J s, = 0 nazywamy gtownymi osiami bezwtadnosci.

Moment bezwtadnosci J,, J, obliczony wzgledem tych osi to
gtowne momenty bezwtadnosci.
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Momenty bezwiadnosci i dewiacji wzgledem osi giéwnych

Dla uktadu osi obroconych o kat ¢ wzgledem osi gtownych X, y,
mozna tez zapisaC w nastepujgcej formie:

Jo+d, J.—J

J, = > + > > COS 2¢
J :Jx+Jy_Jx—Jy 008 20
! 2 2

J.—J,
Js = > S 2¢

Wzory powyzsze wyrazajg szukane zaleznosci miedzy
momentami bezwtadnosci | dewiacji dla dwoch uktadow osi
wspotrzednych o wspolnym poczatku uktadu wspotrzednych
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Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzaledem osi gtownych

Dodajgc stronami zauwaza sie, ze: 7

J.+J, =J +J, =J,=const.

Whniosek !

)
A

~ ([1.4

k J
> // n
Yy 2

Rys. 2.

Przy obrocie uktadu odniesienia powyzsze zaleznosci sg stuszne.

Momenty bezwtadnosci wzgledem gtéwnych osi bezwtadnosci

osiggajg wartosci ekstremalne.

Pytanie: o jaki kat ¢ nalezy obroci¢ uktad osi (X,Y) aby momenty
bezwtadnosci w nowym ukfadzie osiggnety wartosci ekstremalne.
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

Nalezy znalez¢ ekstremum funkcji jednej zmiennej.

Warunki na zerowanie sie pochodnych momentow bezwtadnosci
J.1J, wzgledem kata ¢:

ng J -J,
—= =-2 ~sin2¢—2J,, cos2¢ =0
do 2
a’J,7 J.—J, .
— =2 sin2¢p+2J, cos2¢ =0
do 2
Otrzymujemy jedno rownanie:
J —J

~sin2¢+.J, cos 2¢ =0
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

Z powyzszego rownania, ktorego lewa strona to moment dewiacji
J-, wzgledem nowych osi otrzymujemy

2] 1 2.J T
to2p = Y = @=—arct Y tn—
A G A

y X

N

Whniosek:

Gtéwne osie bezwtadnosci figury ptaskiej w dowolnym
punkcie to dwie prostopadte osie, wzgledem ktorych jej
moment dewiacji jest rowny zero a momenty bezwtadnosci
sg ekstremalne (giowne momenty bezwladnosci).
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Moment dewiacji wzgledem osi gtéwnych

Dla jakich wartosci J ., wzgledem nowych osi zanika?

J -

J., = ) ’sin2p+J,,c0s2¢p=0
tg2p= 20
g €0—JX_Jy

Zapamietaj!!!

Kierunki gtéwne s3a to takie kierunki osi, dla ktorych moment
dewiacji znika.

Jezeli poczatek takiego uktadu osi wspotrzednych pokrywa
sie ze srodkiem masy figury, to osie te nazywamy gtownymi
centralnymi osiami bezwtadnosci, a momenty bezwtadnosci
wyznaczone wzgledem tych osi — giownymi centralnymi
momentami bezwtadnosci
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych
0s¢ =081, o0spy =082 J,=J,,=0

Wartosci gtownych momentow bezwitadnosci:

1) SN 2¢ = g2 , COS2¢= .
+ \/1+tg‘2 2¢ J_r\/1+tg2 2¢
. . i 2J
2) podstawiC powyzsze zaleznosci zatg 2¢ —» tg2¢p = ald
J —J
y X
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

3,43, .-, 1 tg20

Jip = + - +J, =
v 2 2 iJ1+tg22(p ' J_rJ1+tg22¢

2 2
o+, 073, 1(3,-3) ., 2, 13,-3,)
2 2 (3,-3,)"+43%

i ] 2
1| (3,-3,)° +43% :JX+in (JX—Jy) Y
22 (=343 | 2 2 !

Y33, Q3,7 4%
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

Wartosci gtownych momentoéw bezwtadnosci wzgledem osi

gtownych
2
J +J J —J
J =J=""T4 || 2| +J?
2 2 g
2
J +J J —-J
Jin =Sy =——F— - —— "'Jf
2 2 ’
t T t T
oraz — =
g, J = 29, J =

Podane katy okreslajg potozenie osi J J

max’ ¥min
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

Kierunki gtdbwne minimalnego i maksymalnego momentow
bezwitadnosci dla kata ¢ (Rys. 3).

YA Ye +
|
|
|
|
|
|
|

Rys. 3.

—
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Momenty bezwtadnosci wzgledem osi gtownych

1) J,>J, to ¢ =¢, natomiast ¢2:¢0+g

2) J, <J, to ¢ =g, +g natomiast ¢, = @,

3) J.=J, J,>0 to golz—% natomiast @, =

Al S

4) J.=J, J, <0 to (01:% natomiast @, =—

Znak dodatni lub ujemny kata ¢ przyjmujemy:
J.-' 1

—
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Przyktad

WyznaczycC gtowne centralne momenty bezwtadnosci figur
ptaskich o wymiarach jak pokazano na rysunku 4. Dane: b, s, h

VA b s

T Js

y

-

, . &

L2b X




Rozwigzanie

Momenty gtowne centralne

J, +J 1
J,= "¢ ) Js J—FZJ(‘]XS —Jys)2+4JX23ys
t 2 | _ZJXsys
Jzp, = ‘st _‘]ys
Potozenie srodka ciezkosci S, Sy
ys T A Xs — A
y A Y A Y, A Y A A
o =
A+ A+ A
X :A1'X51+A2'X32+A3'X53
S

A+A +A
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Rozwigzanie S
ySl = h ——, y82 = O,5h, yS3 — 0,53
Gdzie mamy: 2

X, =0,5b, stzb+; X, =2b+s

31

Poszczegolne momenty bezwtadnosci | dewiacji obliczamy ze
s J, =3, -AY, 1, =J,-AX,

stys = ny — AX. Y

J,=3P+32+32, 3,=3P+3P+3%,

Y 4
_ 1@ (2) (3) L s,
‘ny_‘]xy +‘]xy +‘]xy ' TS
h
1 B
~—p 1 X
| iy



Rozwigzanie e TS#I
Momenty bezwtadnosci dla poszczegdlnych figur:: | *
J(l):b‘°’3_|_A1, h—82 J(2):Shg J(B):stg N be—»IS;
X 12 2 J X 3 y Yy 3
b’ hs® 2 s(2b)*
JO = @ S A Tp S g® 2 +A(2b+s
y 3 y 1 A2 2 y 12 AS( )

_ 1@ (2) (3)
ny—JXy +ny +ny

b%s? b S s?h? h S 2b?s? S
R L R B ) R RS W D
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Rozwigzanie

Gtéwne momenty bezwtadnosci:

I+ 3o -3 Y
‘Jmax:“]lz X52 Ys+\/£ X52 ys] +J>§sy5

2
J, +J J, —J
‘]min :‘]1: . 2 5 _\/[ : 2 ysj +st)’s

tg 2@0 — rsYs — tg 2(00 =
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Momenty bezwiladnosci wzgledem osi gtéwnych

Metoda graficzna

Mozna przedstawic za pomocg tzw. kota Mohra (Rys. 5).

ll,
Xy

Koto Mohra pozwala na
odczytanie wartosci
momentow Jx, Jy, | Xy
dla uktadu obréconego
o0 dowolny kat ¢
wzgledem ukfadu
gtownego, albo wartosci
ekstremalne momentow.

J +J 2
_ X J_J
S R:\/[ E ] s

—
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Przyktad

Znalez¢ momenty bezwtadnosci i dewiacji prostokgta o bokach a i
b wzgledem osi przylegajgcych do jego bokow (Rys. 6).

ZnalezC gtdwne centralne momenty bezwiadnosci.

ZnalezC momenty gtdwne i osie gtdwne dla uktadu o poczatku w
punkcie O.

&

=V
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Rozwigzanie

Przyjmujac uktad wspotrzednych pokrywajgcych sie z bokamiaib
prostokagta i dzielgc pole prostokagta na elementy powierzchni dxdy

otrzymujemy: T
J,=[y*da J,=[xad "t
A A I a
i
« h al ,b 1 1 :
J. =|y*dA=|dx-|y’dy=x| -=y°| =a-=b°==ab’ sk
-£ ) -([ 03 [0 3 3 _____1:____--b___>
q b b |
JyzszdA: xzdx'J‘dyzixSa-y —}613-E =Ea3b :
y y A 3 00 3 3 3 ) | _
a b 2 2
1 ,al ,b a° b 1
J_ =|xydA=|xdx- ==x°| =y =—-—==0a%’
v {y ! !yy 27102 0 2 2 4
1 1 1

redA= (2 +v)dA==ab®*+=a’b==ab(a’ + b?
£ £< Vi )dA=Zab’ + 2 a’h = ab( )
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Rozwigzanie

Prostokat ma dwie osie symetrii, ktoére sg centralnymi gtownymi
centralnymi osiami. Nalezy zastosowac twierdzenie Steinera:

ch :']x_14a2 JnyC =ny_Aab T4 yCT
2 S A ! I
J,, =J,—4 la ZEabs—Eabsziab?’ i ’
) 2 3 4 12 |
2 0 l
J :J _A(lbj :Eagb—iasb:ia3b
Yc y 2 3 4 12

Zgodnie z definicjg moment dewiacji Jx.y.=0

272
J. :Jx_Aﬁ.é:ab_ab.ﬁ.ézo
e g 2)\2 4 2)\2
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Rozwigzanie

Moment gtowny i osie gtbwne dla uktadu w punkcie O
rozwazanego prostokagta wynosi przyjmujgc dane a=2 cm, b=3 cm:

2
Jo+d, |(J.=J Y S
= y+\/ = +J,,

Jmax:']l 2 2 I
I a
2 '
J+J, |(J,-J |
Jmin:']2: 2 y_J 2 . +J§y :
| &
3 3 272 |
ab 4 a’b 4 a“b 4 -t -1t-———
J,=—=18[ecm"] J =—=8[cm’] J = =9[cm"] | b
|
|
|
T

=Y

2
g =18+8  [18=8) 9 _13.103=233[cm"]
b2 2

2 2
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J, = 18+8 _\/(18‘8) +9% =13-10,3=2,7[cm"]



Rozwigzanie

Moment gtowny i osie gtbwne dla uktadu w punkcie O
rozwazanego prostokagta wynosi przyjmujgc dane a=2 cm, b=3 cm:

2ny 2'] . 2 * 9

1g2p=—"—=
Sy = 9¥ J,—J, 818

y A Ye o
! 20=-61° 7.} 7,
| 12 12+ J
, g o =-30°30 2 : -
I
I
I
|

101+
/ 8__
6+

~-_18

tg2p =

y £
| dx 4+
- r+r—-——A A1+ —-———>
2__
Xc
I b 0 1 ] [l >
| - +—t
: - 2 14 16 18 20 2224 26 JJ
I | T
0 —
p )1 ¥ fl -6
-8
—10
-124 J
1, 12 < 1 .
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Zapamietaj !!!

Osie przechodzace przez srodek ciezkosci
przekroju
— OSIE CENTRALNE.

0

Osie obrocone pod odpowiednim kgtem,
powodujgcym wyzerowanie momentow
dewiacyjnych

— GLOWNE OSIE BEZWLADNOSCI.

Momenty wzgledem tych osi
-GLOWNE MOMENTY BEZWLADNOSCI

_b/3

" ﬂﬁ(ﬁ

[Osie centralne

30

3.C.

A

Osie gtowne
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Zapamietaj !!!

Jesli figura posiada os symetrii, to jest ona
jedna z jej gtownych centralnych osi
bezwiladnosci.

Jesli figura posiada dwie osie symetrii, to sg
one jej glownymi centralnymi osiami
bezwtadnosci.
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Zapamietaj !!!

O gtownych centralnych osiach bezwtadnosci mowimy
wowczas, gdy uktad osi gtownych ma poczatek w srodku
ciezkosci rozpatrywanej figury ptaskiej.

Momenty bezwtadnosci wzgledem tych osi nazywamy gitownymi
centralnymi momentami bezwladnosci.

Momenty bezwtadnosci wyznaczone wzgledem tych osi
nazywamy giownymi centralnymi momentami bezwtadnosci.
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